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Small Diameter Pipe 

Water Surface 

Ocean Floor 
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The binary value 0101 is applied to the inputs. 

Least 
Significant 
Bit 

Most 
Significant 

Bit 

8.0 

4.0 

1.0 

0 15 

2.0 

0 0 1 1 
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0 1  0 1  
Least 
Significant 
Bit 

Most 
Significant 

Bit 

Battery 

1R 2R 4R 8R 

1R 

The binary value 0101 is applied to the inputs. 

Analog Voltage Output 

Switch Switch Switch Switch 
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1: 0001 

2: 0010 

4: 0100 

8: 1000 

Decimal: Binary 

7: 0111 

6: 0110 

5: 0101 3: 0011 

0: 0000 

15: 1111 

14: 1110 

13: 1101 
12: 1100 

11: 1011 

10: 1010 

9: 1001 
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0: 0000 

1: 0001 

−8: 1000

−7: 1001

Decimal: Binary 

Negative 

a) b) 

2: 0010 

Invert: 1101 

−2: 1110

−3: 1101

Add 1 

4: 0100 
3: 0011 

2: 0010 

−1: 1111

−2: 1110

−3: 1101
−4: 1100

−5: 1011

−6: 1010

7: 0111 

6: 0110 

5: 0101 

Positive 
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e–iθ = cosθ – isinθ eiθ = cosθ + isinθ 
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Paper sheet moves under the pen. 

Vector sum 

Slot

eiθ 

2 e–iθ 
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3π/2 
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π 
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–θ 

Motor

Vector difference

Paper sheet moves under the pen. 

This end is attached 
to a bearing mounted 
behind the center 
of the slot. 

Pin to hold
arm in slot

eiθ 

2 e–iθ 
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3π/2 π 
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Multiply by i  
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Transform 

Imaginary 
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Signal A Signal B Product Signal 

(zero) (zero) 

The beginning and end are clipped. 

The middle is amplified. 

Fade-in and fade-out 

Fade-in, sign reversal, and fade-out 

Sign-reversed in the middle 

Result is 2-quadrant. 

Result is 2-quadrant. 

Result is 2-quadrant. 

Result is 4-quadrant. 

Result is 4-quadrant. 
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x(t) 
c(t) 

y(t) 

c ∫ –1 –.5 0 .7 +1 

Recorder 

Product Sum 

Test signal 

Probe signal 

Strength

x × y
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Complex I(0.0, 1.0);// I has a zero real part and an imaginary part of 1.0
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Complex
�����	��������
��
 
�	

Complex E = Complex( 2.718281, 0.0 ); // the imaginary part of E is 0.0

:��������	
��
����
��
����
Complex
�������
������9
����������
���������
��
���
�
��	
����
�
�

��
������� 2�
���
�9������
��
 �
	"
��� I�
 �
���
���
����
�
����
 �

Complex iSquared = I * I;

���

Print( iSquared );
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Complex I = Complex( 0.0, 1.0 );  // define imaginary number i

Complex E = Complex( 2.718281, 0.0 ); // define e

ComplexList DFT( RealList x ) {

// Function DFT takes a RealList argument and returns a ComplexList

Integer N = Length( x );  // get the length of x

ComplexList X;  // a place to store result

Complex mI2pidN = –I * 2.0 * Pi / N;  // combine constants

For ( Integer k = 0; k < N; k++ ) {  // for every frequency...

X[k] = 0.0;  // prepare to accumulate

For ( Integer n = 0; n < N; n++ ) { // for every phase...

Complex xn = Complex(x[n], 0.0);// cast Real input to Complex
X[k] = X[k] + xn * Exp( E, mI2pidN * n * k );

}

X[k] = X[k] / N;  // normalize

}

Return( X );

}
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Complex I = Complex( 0.0, 1.0 ); // define imaginary number i

Complex E = Complex( 2.718281, 0.0 ); // define e

ComplexList IDFT( ComplexList X ) {

Integer N = Length( X ); // get length of X

ComplexList x; // place to store result

Complex I2pidN = I * 2.0 * Pi / N; // calculate constants once

For ( Integer n = 0; n < N; n++ ) {
x[n] = 0.0; // prepare to accumulate

For ( Integer k = 0; k < N; k++ ) {
x[n] = x[n] + X[k] * Exp( E, I2pidN * n * k );

}

}

Return( x );

}
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N = 16

x(n) 

Analysis Window 

Note the discontinuity! 
N = 16 
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Magnitude Spectrum of Rectangular Window

Magnitude Spectrum of Triangular Window

Rectangular window spectrum contains
much more high-frequency energy.
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If ( k == 0 ) h[ k ] = 1; 
Else If ( k == N/2 ) h[ k ] = 1; 
Else If ( k >= 2 And k <= (N/2)–1) h[ k ] = 0;
Else If ( k >= (N/2)+1 And k <= N–1) h[ k ] = 2;
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Spindle 
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f (0) 

f (0) f (1) f (2) 

f (1) f (2) f (3) 

g(0) 

g(1) g(2) g(3) 

g(1) g(2) g(3) 

g(0) 

f (1) f (2) 

f (3) 
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f (3) f (0) 

f (1) f (2) f (3) f (0) 
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2 kHz 4 kHz –2 kHz –4 kHz 

0.25 0.25 0.25 0.25 

(Rotated order)  

f(n) g(n) = {0, 0.3, 0.6, –0.16, –1., –0.7, 0.29, 0.5, 0.1, 0.1, 0.5, 0.29, –0.7, –1., –0.16, 0.6, 0.3} 

f(n) = {0, 0.3, 0.6, 0.9, 1., 0.9, 0.8, 0.6, 0.18, –0.18, –0.6, –0.8, –0.9, –1., –0.9, –0.6, –0.3} 

g(n) = {0, 0.9, 0.8, –0.18, –0.9, –0.6, 0.3, 1., 0.6, –0.6, –1., –0.3, 0.6, 0.9, 0.18, –0.8, –0.9} 

H2(k) =    { f (n) g(n)} = {0, 0, 0, 0, 0.25, 0, 0.25, 0, 0, 0, 0.25, 0, 0.25, 0, 0, 0, 0} 

�( �( ) � �( )� �( ) F (G � �( ) � �( )∗{ }= =
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Source Spectrum Filtered Spectrum

Source Signal 

Lowpass Filtered Signal

Windowing

Filtering Function

DFT 

IDFT 

00 fs/2 fs/2
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// Return the real part of a Complex list

RealList RealPart( ComplexList x ) {

Integer N = Length( x ); // find its length

RealList t; // place to store the result

For ( Integer i = 0; i < N; i = i + 1 )

t[ i ] = Re( x[ i ] ); // Take just the real part

Return( t );

}
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// Normalize a Real list to lie between L and U

RealList Normalize( RealList x, Real L, Real U ) {

Integer N = Length( x ); // find the length of the list

Real max = Max( x ); // find the maximum

Real min = Min( x ); // find the minimum

For ( Integer k = 0; k < N; k = k + 1 )

x[ k ] = (U – L) * ( x[ k ] – min) / (max – min) + L;

Return( x );

}

�������������Normalize( )���
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// Shape N samples with spectral tendency B, values lie between L and R

RealList ShapedNoise( Real B, Integer N, Real L, Real U) {

(D �
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RealList x;

For ( Integer k = 0; k < N; k = k + 1 )// start with broadband noise

x[k] = Random( -1.0, 1.0 );

ComplexList X = DFT( x ); // take the Fourier transform of x

For ( k = 1; k <= N/2; k = k + 1 ) { // scale the noise by 1/f^B

Real r = Re( X[k] ); // take the real part of a sample

Real i = Im( X[k] ); // take its imaginary part

Real power = r * r + i * i; // square amplitude to get power

power = power / Pow(Real(k), B); // apply the spectral tendency

Real amplitude = Sqrt( power ); // convert back to amplitude

Real phase = Atan2( i, r ); // calculate the phase

RealSet( X[k], amplitude * cos(phase) ); // reconstruct

ImagSet( X[k], amplitude * sin(phase) ); // the spectrum

M

// Force the spectrum to be conjugate-symmetrical around 0 Hz

For ( k = 1; k <= N/2; k = k + 1 ) {

RealSet( X[N – k], Re(X[k]) );

RealSet( X[N – k], -Im(X[k]) );

}

ComplexList cx = IDFT( X ); // take inverse Fourier transform

RealList cr = Re( cx ); // discard the imaginary part

RealList result = Normalize( cr, L, U ); // normalize

Return( result );

}

"���
���������ShapedNoise( )����	��$
�
����
���������0

Print("B=0.0",  ShapedNoise( 0.0, 512, –1.0, 1.0 ) );

Print("B=1.0",  ShapedNoise( 1.0, 512, –1.0, 1.0 ) );

Print("B=2.0",  ShapedNoise( 2.0, 512, –1.0, 1.0 ) );

Print("B=3.0",  ShapedNoise( 3.0, 512, –1.0, 1.0 ) );
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Spectrum: 

Signal: 
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b = 0 b = 1 b = 2 b = 3 
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x and y are real. x is real, z is complex.
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a) b)y = f (x) = x2 z = f (x) = cosx + isinx
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Bow Velocity
Bow Force

String
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Bow Position

String is recaptured by bow.

String snaps back.

String breaks free of bow.

B
ow

 D
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ec
ti

on

String is entrained by bow.

String escapes bow.
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RaucousBrilliant

Normal

Sul tasto

Sul ponticello

Minimum Bow Force

Maximum Bow Force

0.7 1.4 2.8 4.2 7 14

Relative Position of Bow

0.01 0.02 0.04 0.06 0.1 0.2

Distance from Bridge to Bow (centimeters)

B
ow
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 (

ne
w

to
ns

)

10

0.1
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at
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ow
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ce

0.1

1

0.01

0.001
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Air exits.
Air enters.

Force is applied
to piston.

Energy is stored 
in accelerated air.

Constant Amount of Air in Tube

Air mass impedes applied force.

!
ρ�

π�3
''''''''=

ρ
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Air enters.

Air enters.

Air exits.
a)

b)
Air is trapped.
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Ever-Increasing Capacitive Reactance

Plunger Displacement Pressure builds 
through time.

Pressure remains 
relatively constant.

Maximum Displacement

Average Displacement
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Air in chamber is
in equilibrium
at a and c.

Equilibrium
Point
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Equilibrium

Force applied, first spring charged,
differential force appears on first mass.

Mass accelerates, second spring charged,
differential force on second mass, and so on.

� �
��

��
�

�∆
�∆

�����= =

�∆( )
�∆( )

� �� �⁄=

�� ��=

�� ���=

�� ���=

�� ��⋅ �� ��⋅=

���. ����=

�. ��=

� ��=

���&%6-(7��6-�����8
���)1=��'�����
���:
����(��.66&��((/9-��:



���������	
����
�� ��$

$��
����� -�))"��������������������
+�������
�
����������
���������
����
����������������������
��

��
�������������������������������'���������������
�	
�����������������
�������
�����������	���

� ����������	���������  -�)1"

'���������������
����
�	
�����
����������
����������������

������ ��� ���
��

�������
������
%��
 ���

�!
�
"
 ���

'������������
������������
�
������������
��
�����������������	�����
��������� -�)."/

�

'���������
������������������3�/

�

�

� ����������������
����	��  -�)9"

����������	���
����
����
��
�	
���
�����
��
���		���
�
��
�������
�
��
�
��
����

����� -�)9"�	��������
�� ����
�������������������������
������
���������������
���������	����

���
���
�������������
������������������������������������������������
����� ������
�����������

���
�����������������
����� ������
�����,�
�
������������
��
������
��������������������	����


����������
���������
�����������
�����
���������������������

������ �������
������
%��
 ���

�!
���

'�����
�
������������
��
�������
�������������
��
����������
����������������������
��������
���

�������������������������
����� -�)9"��	������

� ����������������
����	����	����	����  -�)="

	����� �������������������
��� �����
���
��������������"��������
���������
���������
��� ���

�����
������������
���������
�����
���
�������
���
����������������
��������������
������������
�
��

�����������
��
�������

� ����������������
����	�����������	��� 
!�  -�)&"

�
�

�
����

�

��
�������������= =

��

��
�����

��

��
��������=

�.�

�.�
��������

���

���
�����������=

�.

�.
������

�

�
�����=

"6

�

�
���≡ �

�
�����=

"6

"6

"6

" ργ � ρ�= =

ρ γ (�1=

"
ρ�
�
������≡

���&%6-(7��6-�����8
���)1&��'�����
���:
����(��.66&��((/9-��:



��� �����
�
�

	���������������������������
��
��
����������������
��
����������
�	���������
������������������
�


��
����
����������������
��������������������������
����
�������
������������������������
���

�������������;��
��+� (%-="�����������������
��� ����


�����
����

� ��	�����������  -�)-"

	����� �������
��
����������������,��������
���������
���������
������������������������������������

���
��������������
������������� ������ (�����
�����&�(1"��	���
����
���������
����������������
��������


��0'8�

0��������
�
������������
��
�������
������


�����
�����1.&�(1�0���
���
��0'8��
���������
�
���������

��
��
�������
������
��������� �0���
���
��0'8��

'�����
�
������������
��
�������
�����
��������������

� ����������������
����	��������#���	�  -�)%"

	�����$������������������������ ������������
���
����������� �
���
��������������"��
�������������
���

������������������������'������������
������ -�)="�
��� -�)%"����	���
����
�
������������
��
���

�
����������
������
������������������
����������	�����������
������������
�
������/���
�������� ��

�����
���������������"�
���������
� 0�����.661"�

������ &�����������
�� 
'
!	
�����
��
%��
 ���

(����
��

#������������
��
���
������������������
���+�������������
���
�
������������
��
�����'���+�
����


��������
��������
���
����������������������������������
��
�����������������������
�������������

�����������������
��	��������������
�
������������
��
����
�����������
�����
����������������������
��


��������������
����������	
��� ���
���"��������������
��

�
���
����������������	������������;�����

������
�
������������
��
������
�����������������������
�����������������������������
�+��
������

���������
������������������5�������������������������
������
��������
������ 
������������������

�������������������������
���
�����
�"��%��
�	��������������
�����������
��
�	�����
��������������
�����

�����������
�	������������� ����������
�������������������������������
����"�

0�

����	���
���
���
���������������	����
��
��������������+����
��������������	��	���������
�����

�����
������
���������
�	���
�����������
�������	��	
��������
����������
��
��������
�������

��
�
������������
��
�������������
�������������������������
�
������������
��
������������
��


�����������
��������������������
���������������������������������������
��������
���������������������

�������������������
����
�����������
����
��������������������
��

�
����
����������������������

������������������
����	��	��������������������
������
���������
�	����
�+������������
���������

�����������	��	
��������
����������
��
����������
�������
������
��
�������������
�����������
������

����������

4������
��������������������
������������
����������������������������
�
���

ρ

ρ (�.%
.&)

 .&)+
������������������ 

  �

6�&=
���������� 

  +� �)⁄=

.6�6)19  ))(�((=� �⁄=

" 1.&�(1 �⁄=

"
$

�
����

$

$ ρ⁄
��������������� $ρ ρ�= = = =

ρ

���&%6-(7��6-�����8
���)1-��'�����
���:
����(��.66&��((/9-��:



��
��	��������	��� �,'

������ !8�������
&��������������
��	�����!�����

D�
�������
����
������
�
����	�
�������
���	
����

�������
�
�����
������	
��
������
�
����


	
�����������	���
��
�����
�������
���
��
���	������ ������������	�	�����
����
��	����� ����0

��������	����	���$�
�	��
����
����	�������	�
�������
���	
��
���
����
�����
�������������
�

��

�������

�
������
���
������������
��
�����	�
����
��8����
���

��������
�������
����
�	
������
�

������
����������	��
����
���������
������
�
����
��	�
����
��������
��
���
������
���	�������



�����
�����
��
��8��
�	
���


��
�����
����������
�����������
����
������������
�����
���	��
�����
��
��

����
����
������
�
�������%��������
�����������
�
�
	��8�����
����


��
�����
���������
��������������

��
���	��
������

����
���
�
�
�����������������	�*�	�<
�
���������������������
���

���������

��	�
��
�
�
	���������
��������
��������
����
:�
�����

���

��
�������������
:�
���

���
�����
'

	���
�������
�	�����
�����
�����$�
���������������	�
�������

������
�����
	�

���������
��
�����

���
�
�����������
������
�
�
	
�����
��
����
�����������
*�	��

�

6���9��	�� $����
��
�������������
���
�	�
���
�
���
���
�
����
����
:�
�������	�
�
������(
��
������

��
�
�������������%����������
�	�
��������
�
������
�
��������
��������	���������
�	
���
����
������

!� $�
�
�������
�
��

��	���
��
�
�
�������	���
��
����	
��

3� $�
�
������


%
������

����
���
�
�
�����
���
���
���

���
�����
����������
�
:��������	��������
�
��'


���������	�
����
�	�
	����������
��������������
��
��
��
�	�
��
�
�������%��������
�
������

2� �
�������
���	�
�����
�
���������

��

���
�
�
������������������

=� ;�	
�
�
�����
�����
	���
������������
������
������
���������
������
�����������������������������



�	����
���������

4� $�
���������
��
����������	�
�������
�
������������������
��
��������
��
���
�������)
���������$�


��������
�������

�����������
�
�������������������
������

>� $�
���������
���
��������

���
�������
��
���
������������������
��
���7
�	����<��

��������$�


�

�������������

�
�	
������
�������

'����
�
��
�
������������������
�
��������
��

-� $�
�����������������
��
���
����������
��������

���
����%�����
��

��������������
�
�	
�
�����

$�
�
��

������
�������
������
	����������������	���
����������
�
��

��������%������
������

"� �
���
�
��������


�
�
�������
����
��
���
��
���

�����
������
�����
��
��
�
��

.� $�
����
������������
����
���

�����

����
������
����
����������
������
�������
�����	���
�������


����������
��
�����

�����������	����
��������������������

������
�
������������
����������������


��



���
����������
��
����

$�
�
�
������(
��
���������
�
�����������
�����%������
��

������������
���
�
��������������

��
���
���	
����

���
��

�
������
��	�
����
�	�
	������
��

����
�
�����
�������
�����������


��������&���
*�	��
����
��	�
����
�	�
	����������
������
���������������
�
��������������
��
�������
?

�����
�����
������
�
����

���

����	���
�
�����
��
���������	
��
����
����
��
�:���
�
�
����
������

��
 ��
���	
�����

������
�
���
�	��������
���������
�� ���������	�����������#��$�
��	�
����


	�
	���������������'
�����
������
��������������
�	�����


?���
����
��
��


�
�
����
���������


���-./"!0��/"��	��1��
�2=.��$�

�����&
�������3-��3//-��!543�16



�-+ ����	����

����
���������
���
�	������
��
���8���
����������
���������	�����
��
�
�����������������

���
����	�

��
�
�
�������':�����������
����������������������������
��������

$�
��
�
�����
�
�
��������������
�	��
����	�
������������
����
�������������	�
����
�	�������5���


���
�����	�
����
�	�
	������
��

����
�����������
�
�����������
���

���
�

�
�������������
�
�
�����

������������
�����
������
�
������
��������
������	�����
������
�
�%
�
��$��
��
��
���
�
����������
�����

�

����%���������	����	�������������������
���
�������������	�����
��
�
�
	�������
�����������

(������ 8����
���
��

������������
���������%
� ����	
 !��

����� >�3#��8��

����
����
��	�
�'

���
�	�
	������
��

����
�����
�������������
���	����	�������
�	�����
�

�����������������


���
��
������
�
�
���
��	�
����
�	�
	������
��

�����
����������������
�
�������
����
������
����
'


�����
������
�
����
���

���
���
�����	
	����
�	�
���
�������
��������
�	����
������
��
������


��

���
����	���
���	����	��

$�
���	����	�������
����

������
�	����
�
��������
�������
���	
���	����������
��������
��
���

�	�
����

������
�����������
����
�'
����������$�
������
���
�������
��	�
����
'	��������
�
�
	
�

;�	����������
��
�����������	�
��	����

���
��	�
����
������
����
������
�
��������������������
�
���

��
�����������
�����
�����

�
��
��4�
��	�
� ;����������	��
����
�
�����
�����%����������
�
����
�	��������
���	�
�'

���
�����������������
��	�
����
�	�
	���������������������

��
���
��
�������������
:�
���

��
�

��


��
��
���	��
����
�
�
����
����
:�
���

��
����������
	�������������
�������;����
��
����

�������������	���
���
��
���

���
�����
���������
:�
���

��
�������
��
��
��
���������
:�
���

��
��

����
�����
	���
���������������������������
:�
���

���
���
���
���

;�������
����������������	������
�
�����
������������	��
����
��������
����

������
�������'

�
��
�����	�
����
���������&���	�*�	�	���
�����������
����
�
��������
����
�����
���
���
��	�
�

�
������
�
�	
�
���
��
���
����

������
���
������
�	��
������

������
����
������
����������������������
��

����������
��
����������
������
������
�����
��;���


��
�
��
�������
�	��
	
��������
������
�����
����
�
������
���������������
��
������
������������

��
�:����
�����
�
�������������	���
���������
�
��
����������
��
��������������
?�����������
������


	��
����
�����������
����
����	���
������������

�	�*�	�	����������������������
�
������������'

���

���
��

����
���������$�
�
���
��������
����
����������������
:�
���������
����������
���
��

	��
����������
�:����
�������
����
�
��������	���
�������$����
������������
����
:�
���

��
��
���

����
������
�������	��
����������
����
������������
��
�����%��
���
�:����
�����
�
����������
����

�

��
:�
��������
���
���
���$��
�
*�����
���������������
���������
���������
����%
�	�����
��
��
�
'

�
��
�����	���
��
��������������
��������

��
��	�����/�����	�
� ����
��������
����������
�
��
�
��������	��
�
���������������
���
�����


�
��

�������	
��
����������������������	�������
�����������
�
������������
������������8����
�

������
�
���������
�����

����	�
��
��������
��������
���������
���������	�
����������
��������

&���	�*�	�	�����
��������
����������
���
��������
���
�����
�������
���
���
��

����

���
��	�
�'

���
�	�
	����������
�
����������������7
�������
������������	��
����
���%
������
�
������
������
�

����%������
���
���
�	�
��
��
����
��E����������
�	�

��
���������
�������
�
�������	����
�
*�
����

��
�����������>���;19�������������������������
�
��������
���������
����
�
�����

�����
������
�
�
	

���-./"!0��/"��	��1��
�24/��$�

�����&
�������3-��3//-��!543�16



���������	
����
�� ���

����������	
��
�����
�������������
����
�����������	������

������������

�������	����������������

��
������
����

���
��
��	
��
���������
�����
������	��
�������������
�������
���������
�	������


�����������
���
������������������������
���

���������������
�	������������

�����������������������

�
�����
���������	����
���
��	

��
�����	����������	�����������

�������������
���
����������
	��������	�������
�����������
�������
�������
��
��������

�

�
��������
��
�����
�������
�������
�������������	
����������	
����	�
���������
������
��������� 

����������
�����
������������

��
���������!���
��������
������������	���
�������
���������������� 

�����
�"���
��������
��
�����
����������
���
�����
����
�����������������
�
�����
�	��
����
���

���
��������������	�

�������������
�����	������������

�����
�	��
��#��
��������
��
�����������

������
���
��	���
����
��
���
���������
�����
�������������
������

���� �����
���
����
�
����
���������
�
�
������
����
�

�����	
����	�
���
�������������
�����
����
���

�������������������	����������	����
������������

���	������
�������������	�������������������
��������������������������������	��
��
���������	��

$�����������
�������
����%���
��������
����������������� 	
���


�����
������������	��������������� 


���	��
		��������������������������
����������
����%���
����	
������	
�����	����
������

���������
�	������
������
��������
������������������

&������!'()*"�������
���������
������������������	����
��
������������	����+��	�������,�
��
�

-������,������
�����	
�������!���'./0"�����������
����%��
�����	����������
��������������
��
�����

������+��	�����+�
��

�1�!'.*/"��
����������������������	
��
�������
�����
����������	���	������


������������	��
�����������������������
����%��
�������������	
����	������������



���������������

��
��&�����%�����
����
��

������ �����
��
���
�
�	
��
�
�� 
�

����
��������������
��������������������

�����������
�������������
���������$�����	
���	�����



�����������
���������������	

�����������	�������

�������������������������������� ��������

����� ��
�������������

&��������
��!.�/)"������	����	�������	��������	��
������������������	����������������

	�
�� ��	��
��
������	��������	���������

� �������������� ��
�������
�	������	����������������
�

�����
����!������ .�20"�������
��� ������������� �������������������
���
������������������
�����

�����

��!"

-
�	���	�

������������
���
��

�0
3

�0
4

2��

Loudspeaker

p1
+

p0
+

p0
–



�)(0.'5	�0.�����6����/7'������������8��	��'��200)��'290)�68



�-� ����	����

�����
����
��8���
���
����
�
��������
�	�	
�����
����'��


��
����
������

����%������
�����'


�
�%
�����
���������	�	��

����������
����
�������������
�����
�
���
����'��


��
��
��
��
�

���
�������������	���
�	������$��
��
����
�
�����'��


��
���
������
��������
�'��


��
����

���	���
�����������
���������'��


��
����
������������
����%����������
�	��������
�����


���'��


��
���
�������

������
�	����������
��������
��
��
������������

��
�
�
�����
�������������


���
��
�������'��


��
����
��

���,�� ���	�������"������	�
��4�����
4��.

8���
���(�
����
����
�����������
�����
���������
����
�����
�����
�
�%
�����	�������
����

������


�
��
��
�����
����
����
��	���


����	���
�����
�
�%
�������
�	��
��������
���
��������
����



�
����
���
�������
����
����	���
����
��	���


����
�
����������������$�
�
�
������(
��
�������


����
�
�%
��	�%

����������



���
������

�������������������������
������

�
���������	�����������	
���
����
�����
�
�%
����(
��
�
�
�����������
����
��������
��������

�������


��
'������
��
������ �����
 "�3!#��8�����
�������
	
����������'��


��
����
��������
�

��
 ��
*���
���������	����������
����
����
�
������
������
�
�������8���
���
�
����������
���

���'��


��
���
������
���
���������	����%��������
����
��$��
��
����������	
�����������
�
������	

������
����
����%������
�	������
�
���������

���
���	
�����������
����
'���������
'�

����
���'

	
��
���
��
�
�
����
���
���������
��

;�
����
�������������
���
��
���������������������

���
���	
��
������
����
�������(������������

���

�����	������
�
��$�
����
�������
�����
�������
�	�������������
����
����������
���


��
�
�����

��������
�
�%
��������
	
���
	����

���
�	�
��	�	
������������
���
�
���������

����
����
����	


����
�����
������������������
���������
����
������������
�����
�
�%
����(
��
�
�
�����
����
��
�������


�������������
������������


��
����

�����������
����
��(�
���
�����
�������	�
�������
���	
���

���,�� �������
&�"������	�
�

$�
�
�
����	���������������������

���
���	
��������������������
�	�������	����
��
���

���


�����
�
*�	��
������
�
�����'�������
������
�
�%
�����
�����	
��
��������
�
���
�������
����
���

��
����
��
���������
�����������������


��
��$�
�
*������������������(
��
�������
�
����������
�������

��
����
�������������	����	��

��������������

�����������

;�
������������
���

�������

Loudspeaker

Pressure
Switch

p1
+

p0
+

p0
–

���-./"!0��/"��	��1��
�243��$�

�����&
�������3-��3//-��!543�16



��
��	��������	��� �-�

8����
����


������
���


��
����

������


�	��

������������
�	������
�
����
������
�����
��

�
������
�
�������
����
���������
������<
���
��
��������������������
�������
�����������

�����


��� ���
�����
��
���
��	�%
����������������������
�
��������������
��
���������������

�����
�
�

�
���������	�����$�
���
:�
��������
�������������

�������
���������	��������
���
���
������	�*'

�	�<

�������
�
�����
�
���������������
���
��
���
���	������
�������
���	���
��
�����

�
��'�
���
�������

$�
������
���������	
�������
:�
����������
�����
�������
������	
�����	��
����������
�
�

�����
�����
�'���
��	��

����
���
:�
���

��������
����


���������
'��	�
��	������

������
����'

��	
��������
��
�����������
����
��
���
�������
�M�������N����	�������	���
��
���
�������
�������

��


�����
�����
���	���
��
�

�������%��������
�
	�������	���	�� ������������������
���
)


�
�	
�������
�
�	��
���
��
������������
:�
�����$�
�	��
�	��

����������
���
�������
��	
����


	��
�:���%�����
���
���	
���
�
�%
�������
�	��
�����

���
���
����
��;���
�����������
���
����
�����'

��������������
����


������
�����������	��

����
����������
�������
�������������


����������


���
�����������

�����

������
�	������
�
�����

���

���,�, (
%��
���/���	�/���
������������%�	�����3�����<�

8���������������
�
�	��������
������	
�������
:�
�������
����
����������

����
���������
����	����


�������
������
���
���	
�������
�
����
�����������������
�����������

��$�����
�
������	�
����


�����
������������
����
���
�)
����%������
������������


��
��������	
��
���������
��	�
����
���

����
�
�����
:�
���

���
�����
�������
�
�%
���������
��
����
��
����������������

�����	��������


�����
����
��
*�������
�����
�
�%
�� �����
�"�33#��

 ������� $��
�
������

�����
����
�����
�
�%
��	�
����
��������

������
�����
�������

����'��


��
����
���������������

���������
�����������'��


��
����
��$�
�	�������
������
���

'


��
��������������
�����
�	��������
��
���
��

������

�����
��������
����
:�
���

����
��
�������

���
�	��

�
�	
��	

��������
�����������
�����
�
�%
������
�	
��	

 ���������
����
�	�������


�����


��
��������������
�����
�	��������
��
��


�������
���
�����������
�����

�����
��$�
���


��


	�������
������
����
�����

��
�����������������
:�
������
���������	�*�	�	��
���
�����

�����

	��
������������������
��

��

=
�����=��
��	� ;���
���
��	�����������
����������
������
�����
�
�%
�����	���
�����
����


�
�����
������
������
�����


������
:�
�������
�����	
��
��������
	���
��
�����
����������
��� 8�

�����������

8	�
����
��
�
�����

15K

10Κ
5Κ

20 20Κ

Oscillator

Microphone

p1
+

p0
+

p0
–

���-./"!0��/"��	��1��
�242��$�

�����&
�������3-��3//-��!543�16



�-, ����	����

�������
���
)�����
����������
�	
��
����
����
�
��
��������
�����
�
�%
��������

����
���������	


�
����������������
:�
���

����
���

���8�������
����
��������
����
�

�
���
��
���
��
�
��
������
���
)



*�
��
���
��������#�

*���������/���
���� ;���
�����	
��
��������
��
�����
������
������������

���� �����
�"�33#�

�����	�
����
��
���
������������


��
��������	
��
����������
��	�
����
������
������������
����


�
����
����������������������������
���


��
������
��������

;���
���
���������	������
�	��������
��
�

�
����
�����������


��
������
��	��������������'


���������	
��
������������
����
�	
��
���
�	��������
)
�
�����������
��
������
������
��
�����


�	�
����
��

8���
�������������	�
����
������
����
:�
������������������������
� �����
 "�32#���
���

��
��������


	�*�	������

�����
*�����������
�M�������N��

������	��
���
:�
���

��
���

����
��
���
��

�����
�


��
�	�
����


��
�	�
���
������
�����	������������	
��
������� �
���
�!.->#��;���
����
��
�
��
����
��

�����
����

�������
�
������
�����������	��

���
�����	������

������
������	
�������
����
��
����

��
�
:�������������
:�
����	��

���������
����

�������
�
��� ����	
 !��
:�������"�3!#����
��������


�������������
�
����	��
���	�
���
���

���������������������
�	�����



����������
����
�

����	�
���
&�7������
�*
�	������ �
���

������
�
������	�
����
�	�
	����������
���
�����

��
�
	����
��������
�
��������������
�
	���
�����	����������������
�����������
��
����������
�����

����
�	�
��������

�����$��
������
�
*�
��	
��������������
���
�������
��8�

�����&�
��������

	������
�
��������
�
������������
����

���������
�
�	
��
������
���&�
�����������������
�������

����
���
����	��������$�
����
�������
�������������
�������
����������
�

�����������������
�����
�

�����
����
��
������
��
������	����
�����
��
����
�����
���
��������
�
������
����������
������


�4�$�


����
���
��������
�	��
�
�����
����������������
���������	�
����
�	����������
����������
�����

�����������

8	�
����
������!=/��	����������������
�������
�����	��
���
� !.->#�

In
pu

t I
m

pe
da

nc
e

Excitation Frequency

63 Hz

. . .

Odd-order Harmonics

0 500 1.5 kHz 2 kHz1 kHz

���-./"!0��/"��	��1��
�24=��$�

�����&
�������3-��3//-��!543�16



��
��	��������	��� �--

��


��
���
��
���
����
������
����
����


��
����
��
��$�
�����
���
�����
��	�%

���
��������������'

�
��������
���
���	
���	��
����
���������������
��	�
�������
�
��������
�
�����
���������
�����
����

������
������������
��
����

$�
�	�(����������%����������
���
����
��������������


��
������
�
���
���
:�
���

��������
�'���
�

���	����
��
���

���
�
��
����
��
��������������
�����
�����
�


��������
:�
�����$��
����


���


����
����	
������
�����
�����	����
������
����
�����
�����������

���������
����

��
���������
����

����
������
�����
����
������
��
��������������������������
���

���
�����������


��
���������



����
����
:�
���

�	��
�
�����
��������
�
��
��


�����'��
:�
����
�
���������
��
��
��
�����

�������

��
����
����������
���
��
�


���
�
�������������
�����������&����
�"�3=�
���
����������
�!4// 7<


��
����
������
�
�����
��
����
���������
����
����	���
��
�����
�
�
�������
����
�������������
���
���


��
��������
�
�����
��
����
��
�
������
�3///�7<�

&����
�"�34�
���
��
���
)
�	
�
��
	
��
����������
��	��
������
������
�������
	���7
����E�
���

���!">4��1��������������
���
�
��
���
�	�������
�����	������
�
��$�
���
:�
���

���
�
����
�


�	
����������
���������������
�	�������
�������	�
����
��
�%
������
�����
����4//����!/// 7<

��
�
�����
�������

�������������
��

�����
������
�	������
�
���
���
����
���������
����������

��������	�
����
��
�%
�����������������
�
	���������
����

:�
��
����
������������
�%
��
���



������
��������
�����	�
�����	
��
������
����������
�
����(���
���
�����

���
��������	�������
��

&����
�"�3>�
���
���
��������	�
����
�������b����	�
�����������
�%
������
���������������


	������
�
��

�����
���
�
�����
���$�
������
�	��%
���
��	�
����
��
�%
��������
��	������
����


���������������

���b=� �����
���=#�����&=� �����
��O=#��1
�%
�3��=��>������"�����

����������


�������
�����b=����
������
��
���������
���������������������	���
�����
�)
����
���
��
�����
���
�'

����������������	�
����
��
�% 3��
�
*���
����
���
��
�
����������


�����
�


��������
��������

��
 ���������������������
�


������
�
������
�������������������
�%
 =��>������"��������
��������


����������,

8	�
����
���������������������
���������	�
���
���������
�����	��
���
� !.->#�

In
pu

t I
m

pe
da

nc
e

Excitation Frequency

0 500 1.5 kHz 2 kHz1 kHz

���-./"!0��/"��	��1��
�244��$�

�����&
�������3-��3//-��!543�16



�-� ����	����

����������-

8	�
����
����������
��������
�����	��
���
� !.->#�

�����������

8	�
����
�������b����	�
��������
�����	��
���
� !.->#�

In
pu

t I
m

pe
da

nc
e

Excitation Frequency

0 500 1.5 kHz 2 kHz1 kHz

q&[ [

q&[ [
2 64 8

23 6 9

In
p

u
t 

Im
p

ed
an

ce

Excitation Frequency

0 500 1.5 kHz 2 kHz1 kHz

F4

Bb 4

���-./"!0��/"��	��1��
�24>��$�

�����&
�������3-��3//-��!543�16



���������	
����
�� ���

����������	
���
	������	����	���
��	�����	��	����	�����	���	����	������	��	�������	����	����	�����

�������	���	�

�����	��	���	������	��
��	�������	�	����	������	������	��	������������	��	���	����

��	���	�����	���	���	�����	�������
	���	��	��	��
	��	�	������	
������	��	�����	���	����	�� �	��	������

���� ���	���	��	 �	���	���
�������	��	��
	������	���	�����	��	��	����	������	����	���	���	���	!b��
"���	����������	���
�����	���	����	��������	����	��	�	��	�#����
�	������	����	�	���$	���$	����	��

���$	��	���	�����������

���� �����
����
���������

���������	��	���	���%
����������	
���	�&������	'������� ()	��
�$�	����	���	����	��	�	��������%�����

'�����%���������)	
���	 	��
	��������%�����	'����%���������)	
���	 	'����	���	�#������

������ (�*)�	��	�����	��	���	
���������	��	��������������	����
�����	 �	
����	�������	
���

�����������	����
	��	�	���%
����������	��
����	
�	���	
�����	�����	���������	��������	
����	��	


����	�����	��������	 �	

+��	����$���	��	����	�������	�����
�	�����	' ,,-)�	.&������	'*��()	���
�	����	����
����	�������

��������$	
���	�����%���������	����	��	�	�����	��
	�&������	'*���)	���
�	����	����
����	��	�	������

������	
������$	
���	�������	��
	����	
�����$�	���	
�������	��	��������	����	�������	�����%���������

�����	��	
����	�	������	�������	����	
�����$	'��/�	����������$	����������	���	�	������/�	�������	��

������	�����	���	������)�	�����	
���	��	��	����
����	���������	��
	����������	
���	�����	��	���

����
��$�	0	���������	
���	���������	��	���	����
��$	
���	��	�����	����	�	��������
	
���	��
	�

����������
	
����	+��	�����	�����	��
	������	�������$	����	��	��������
	������	����	����
��$�	��

���	������	��	��������
	�����$	��
	����������
	�����$	
���	�&���	���	�����	�����$�	1�
�����	���

����������	��	��������
	������	����������
	�����$	
���	��	
��������
	��	�	��������	��	���	����
%

�����	��	���	��
���	��
	�����������	'������	��
	���
���	��	����	��
	�������	��	���)�	

"�	���	
�����	���	������������	��	����������	��
	������������	��	�����
��	2��	���	��������	
����

��	���	����	��
�	��	���	����
����	����
��$	��	 �	��
	���	��������	
����	��	���	�����

��	 �	��
	��	��������	 �	0���	
�����	���	���������
���	�������$	
����	��

���	����	 �	��
	��	���	�����	 �	��
	��	��������	 �	��	���	����

��	�	������	����
����	����
��$�	�����	�����	 	��
	�����	�������$	 	��	���	3���%

�����	��	���	�������	�����	��	��	�%
�$	3�������	
�	����

��
 �	

�������	
�	����	�	���������	������	
���	��	����
����	
�����������$	��	����	��������	 �

2��	��	��$	����	�	��������	������	�������$	 	���������
�	��	�	��������	��������	��	���	������	��	����

������	������	�������$	����	��	��������
	������	���	����
����	3�������	'�����
���	���	������


���
	�����)�	��	 �	��
	���	��������	�����	��	���	3�������	����	�������4	� = �, = −�5�

� 6 �( ) � 7 �( )
� � �⁄=

� 6 �( ) ��6 �( )�=

� 7 �( ) �7 � 7 �( )�=

� �( ) � 6 �( ) � 7 �( )+=

�, �,
6 �,

7+=
�5 �5

6 �5
7+= �� ��

6 ��
76=

�, �,
6 �,

7+= �5 �5
6 �5

7+= �� ��
6 ��

7+=
� �, �5+= � �, �5+=

� ��∑= � ��∑=

	 ,=
�

� �, �58 8

��$(�,*59��,*���		:���	�-(		+����
�$�	;����	5�	 ,,(		5 4,�	:;



��� �����
�
�

���	��	��������	�����	���	���������	������	��	����
����	3�������	����	��	��������
	 �

��
	���	������	����������	����	�������	 �	0	��������	������	�������$	��	���	����

���
�	��
��
	���	3��������	��	���	���	�����	������	 	�����	����	�	�����%�����	
���	��	���

����	��	�����	�	�����%�����	
���	��	���	�����	��	���	3��������	

2��/�	��������	
�������	����������	��
	������������	������������	�$	�#�������	���	�
���	�������

������	����������	����	�����	������	���	3�������4	 �	!$	�������	
�����������	
�	���

�#���
	���	�������$	�����	 �	��
	��	��������	 �	<�����������	

� '*��,)

0����	������	������	����	�������4	 �	.#���
����

�

<��������	���	
���������	��	����
�����	
�	���	
����

�


����	 	��
	 	���	���	��������������	����
�����	��	���	����	��
	�����	��
��	��	���	3��������	������%

�����$�	=�
�	�$	�&������	'*��,)�

<��������	����	� = ,�	��
	�������	���	��	
�	����

� '*��5)


����	��$�	����	���	������	�������$	��	�����	 	��	�	��������	��	���	��������	�������$	
����	��


���	����
�����	��	���	�
�	��
��	��	���	3��������	"�	���	���	����	��	
�����	���	
��������	�������$


�����	
����	
���	������	
���	�������	
���	�����	��������	
����	�������	��
	���������	

0�����	�$	�&������	'*��,)�

� '*�� )

'*���)

+��	
���������	��	�&�������	'*�� )	��
	'*���)	��	�����	��	���	�����
�#	�������	0�55�	+����	�&��%

�����	��$	����	���	
��������	
����	���	������������	��	���	����������
	��
	���	��������
	
�����

�����
	�$	���	�
�	����
������	��	
�	
�����	

� 
����
���� ������
���� '*���)

� �, �5= =
� �, �7 5= =

�, �7 5=

� �, �5= =
� �,

6 �,
7+ �5

6 �5
7+= = � ��

6 ��
7+=

��
7 � ��

+7=

� �, �5+ ,= =

� �,
6	 	�,

7+( ) �5
6	 	�5

7+( )6 ,= =

� �, �,
+	 	�,

77( ) �5 �5
+	 	�5

77( )+ ,= =

�, �5

� �, �,
+	 	 �	 	�,

+7( )7[ ] �5 �5
+	 	 �	 	�5

+7( )7[ ]+=

�,  �,
+	 	�7( ) �5  �5

+	 	�7( )�+=

�  
�,�,

6 �5�5
++

�, �5+
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%=

	 ,=

�,
7 � �,

+7
 �5

�, �5+
%%%%%%%%%%%%%%%%%�5

+
�5 �,7

�, �5+
%%%%%%%%%%%%%%%%%�,

+7= =

�5
7 � �5

67
 �,

�, �56
%%%%%%%%%%%%%%%%%�,

+
�5 �,7

�, �5+
%%%%%%%%%%%%%%%%%�5

+�+= =



�5 �,7

�, �5+
%%%%%%%%%%%%%%%%%=

��$(�,*59��,*���		:���	�-*		+����
�$�	;����	5�	 ,,(		5 4,�	:;



���������	
����
�� ���

����	
�	���	�������$4

'*��-)

��	 �	���	����%���������	
��������	
����	��	����������
	�$	������������	����	��	 	��
	����������

����	��	 �	'=���	����	 	��	���3����
	��	�	5*,>	�����	�����	��	���	3�������	
���	��	��	��������
�)

��������$�	 �	���	�����%���������	
��������	
����	��	����������
	�$	������������	����	��	 	��


����������	����	��	 �	0�	�	�������	�#���������	������	����	�����	��	
	��	�����	�&�������	��
	����

����	���$	��������	�����	�����$�	"�	���	���������?�	�&�������	'*��-)	��	�	�����	
������	��	���
�

��	������ *� (�	���	@���$%2�������	����������	3��������	';�����	��
	A��$	5�(�)�

.&������	'*���)	���
�	����	������	 �	����	��	���	�����	��
��	�������
	�$	��	��������


���	��	���	3�������	��	��������
	�����	��	����	
����	���	�#������	�	3�������	��	�	��
��	������������

�����	��$	����
����	��������	������	���	3�������	
���
	��
���	���	��
��	�����	�����	���	������%

����	�����������	
	������	��������	�������$	 �	��	���	��	�������	��	��	���	�����������	��	�������$

����������	
���	�������	��	���	�����	��������	�������$�	

"�	���	����$	���	@���$%2�������	����������	3�������	��	���������	�	��
��	��	����������


�����	�	�������	����������	����	��	�������	��	���
�	��	������ *� *�	'<������	��
	�������	5�(*)�

'=���	����	���	��
��	��	���	3�������	���������	��	������ *� *	���	����	�������
	
���	�������	��

�����

����

@���$%2�������	����������	3��������

�����

����

;�
�����	
����	���������	������	�
�	����������	3���������

�,
7 5 
+( )�5+ 
�,

+�7= 2���	
��������	
���

�5
7 5 
7( )�,+ 
�5

+�+= <����	
��������	
���

�,
7 �5

7

�,
6 �,

6

�5
7 �,

7

�5
6

�, �58

��
6

v0
+

v0
+

v0
–

Z0
Z1

1 – R

1 + R

–R
R

v0
–

+

+

+

+
1 + R0,1

1 – R0,1

1 + R1,2

1 – R1,2

–R0,1 –R1,2R0,1Z0 Z1 Z2R1,2

cT

Tube: Mouthpiece Tube

Nut String Opening

Opening

String:

(t + T)v0
– (t + T)v1

– (t)v1
–(t)v0

–

v0
+(t – T) v0

+(t – T)v0
+(t) v2

+(t)

��$(�,*59��,*���		:���	�-�		+����
�$�	;����	5�	 ,,(		5 4,�	:;



�� �����
�
�

�����	��
��	��	������ *� (	��	����	���	�����%���������	
����	���	��	���	���	��
	����%���������	
����

���	��	���	�������)

"�	����	�����	�������	��	���$���	����
�����	 �	 �	��
	 �	
����	
�	���	
�����	��	���	����
%

����	�������	���
���	�	�����������	�����	��
	�������	��	���
���	�	����	�������	��
	���
���	=�



�����	�	����	��������	�	���������
���	��	���	�����������	����	�����	���	��
���	
���	����
	��

����
	
�	��	
�	���	 	��
	 	��	���	
���	����������	��	���	�#�����	����	��	�	�������	��	����

���	���������	
����	��	���	�#�����	�����	
���	���������
����$	��	 	��
	 �	

!������	���	�����	�����	��	����������$	�	����	����	������	��	
�������	����	���	�������	
�	���	��
��

���	���������	����������	��	���	�������������	��	�	���	��	�$���
�����	�����	��	���$���	
���������	+��

����
����	�������	��	���	3��������	���
���	�����	�����
���	����	��������	�������	��
	��������

�����$	�����	���	���������	<���������	�����	��	�	�����&�����	��	�����$	�����	������
	��	����	���%

����	�������	��	�����������	+��	@���$%2�������	3�������	
��	���������$	
�������
	��	���
$	�����

����������	+���	����$���	��	
�������
	�������	��	���	
���������	��	������	���
������	'������� ��-� )�

+���	����$���	���	����	����	���	�����	���	�	
�
�	�����	��	������&���	���	�������	����������	��$�����

��
�����	���
�	��	
������
�	�$��������	
�������
	��	������� ��(� �	

�������

+���	�������	
�������
	��
	������������	������	�������	
�����	��������	������	����������	��
	����

��	�������	����������	��
	��
	�����$	���
�	���	����������
	���
���	������
	����������	�$������	"�

���$	�	�������	����������	�$	��3������	�����$	����	���	+��	����������	������	��
	
���������	���	�����$

����	����	�$	����
	��
������	��
	����	�����	��	�������	��	���	��������	�����$	������	B�����������	������

�����	�����$	���	���������$	��
	��������	C����������	������	��������	��
	���������	�����$	��	����	��


����
�	+����	�
�	�������	��	�����	����	��	�����	��	
�	���
	���

0���������	�������	��	���	�������$	��	���	����	��	���
	��	�	������	��	����	+��	�����	&������$	��	���

����
�	�����
	���	����������	�������	
����
�	����	���	��������	��	���	�������	��
	��
	����	��	��

������
�	:�������	��	�����	���	����	��	�����	:�������	���	����	��	����	��	���	�����$	��	�	������	��

����	�����
	���	�����$	
�����$�

0�	����������	��������	����
��	���	���
	��	���	�$	
����������	�����$	��	����	��	��
������	��	�
�$

��	����
�	��	�����	��
	����
��	����������	��	��������$	�	������	������	1�
�����	�����������	����	��

���	������	
����
	����	�	���������	����������	�����	��	����	�����	��������������	����������	

+��	�������	��	���	���	�����	�����
	����������	�������	������	��	������	�������$�	D���������	��

������
	�����	�������	��	�������	��	�����
	��������	����������	��	����
��	���	������
	�����	�������

��	���	�������	��	���	����	!������	��	���	����	������	�����$	�$	�������������	��	��	�����
	��	����������

��
������

0�	����������	���������	��	�	����	��	���	����	������	�����$	��	���	���������	������	��	���	���/�

����������	B���������	���������	��	������������	��	
������������

B���������	���������	��
	��
������	���������	���	��	����
	�������	���$	���	������	��	��������

��	���	������
	������	B���������	���������	��	��������$	������������	��	����������	���&����$�	��


��
������	���������	��	
������$	������������	��	���&����$�	

�, �5 � 

��
+ �( ) ��

− �( )
��

+ � �7( ) ��
− � �+( )

��$(�,*59��,*���		:���	��,		+����
�$�	;����	5�	 ,,(		5 4,�	:;



���������	
����
�� ���

���������	
������
�����
�
����������
�������������������	��
�����������������
����������������
�

�����������
��
���������������
��
���������
���������������
���������������
���������������
�������

������
��
����������
��������������
������
��
���������
���������
��
�������
�����������
� �

�������������
������
���������������
������������
��������
���������������
��������
��������

������	��������������������������������
�����������
��������
�����
����������������
����
�����
��

����������������
����	������	���

��

�����������
���������
�������
�
������������
���������
��	�������
���������������
������	�
���

���������
���
�������������
��������������
��������
��������������
��������
�����������
�
���������	�

�������������������
��������
�����������
����
����
�
�������
��������	���
�� ������������
���

����
�����������
����
����
�
����������
���	���
����!
��������	
�
�����������
�������
���
��������


��������	������
����
�
�����������
�����	���
���

���������������������
���	��
����������
����
���������
����������
�"����������
��������
�����	


��������
��������������
��
��������
��������
��#�������
�����������
����
��������������
�������

����������
����

$��	�

����
�����	�
�����������
�������������������
�����������������������
��
�
����$��	�

�����


������
�����
������
��������
��
����������������
����������������������
�����������%����
����&�
��
��

�����
��������
�������������������������
�����������%�����
����&�������������������		�
�����

'����
���������������
��������������������"��������
����
���������������
������	�����������
���


����������������������
���	����������
���������������������������
����������������������������

������
����������������'����
�������	�
���������������������������������
�����
���������������
�

��	������	���

���������������
�������
��
����������
����	�

���
�����
������������
��
����
���

���	��������
����	���
��
�����	
���

�����
��������������������
�
�������(������������������������������
��
��������
����
�������
�

�����������������������������������
���������		
����
��
��������
���������������������
�������
�

������������������������
���
����������
��
�
������
���
�������
��������
������������������
������


���������������������
�������
���������(��������
����
���������������	�����		������������������

���������
�����
���������������
����	������	���

����
�����������
��	�������������
����
������������

������
��������������
�����
������
��������
������������
���
���������������
����

���
���������
����
��������������������������������������������
����
������

�����������

���	��
������"���������
����
������������
��
����
�������
���������������
����%�����������	������

�����
����������
���
�����
&����
����	�������
�����
�����������	�������
������

�����
�����
�
���
�


������������	��
���%��
�����&�������������
��
������
�
����������������
�����������������������

������������
�
����������(������������
����
���
���������
����
����������������
���
�����������

	����������������
�����	��
�
����������������
�������������"���
��
���
������������	�����������



����������(������������
�����������
���
�������������	���

)������������
������	
�������������	����
�����
���������	��
����������������
������������
��

���������	���������
����������������
���������	������������
���	������
�
�����������������������

���������������������
���	�������
���������	�
���	�

��������������������������������������
���	


�
�������
���
����������
��������������
�
�������
��������
������
�����
�����������������
������

��������
��

π *⁄

	�
+,-./0��-.�����1����23/��������
��4�����/2��*--+��/*56/�14



��� ����	����

8	�
����
������

����
�

�����������

'

����������
����������
��8	�
����
������
����������



���
�����������
�
��������	�

��
�
�����
����
�
�
���������
�������
������

����

'

����������
��

�����
�
���
�����������

�	�

��
�
�������
�
�������
�����	�
����
�	�
	����������
����
���������

�����������
�����������������
��������
��	�������������
����������������
�
�������������
��
��
�

���
�����������
	���
�����
��$�
�����������
���������	
��
�������	�
���
����

��
������

����


����������
����
��	���������
��
��
��
�
������������
	���
��
�
���������
:������
�������
�
����

7��
�
�����
����������������
��
��
���
�
�
�����
	���
��
�
����������
��
�
�	��
���
�����������

�����
������	�
����

��$�
�P
���'9������	�
����
�����(��������������

���
�	�������������





��
��
�����������
��

�����
����

�<
����
�����	��
�
����	�
�������
���	
��
��

������	�
����
���

&�����&���%�H��!."4��4���������4������������*������2�#����������/�����������������#	�����	��+
��Q��%5���

��
���;��
E�
��5�����
	���1�


�

&�
���
���+
����
�7�������$��	�
�E��A�

�����!...��/
	��
������� �!��������������	�����+
��Q��%5�;�����
�',
�����

P��
�
���9���
��
�������
����A��&�
���������������
�
������H�	

�,��;���
�
��!...��������	������� �
����������=���
��
+
��Q��%5����
��

6�����8����O��!..2����*���������������	������
�������2��
���+
��Q��%5���	�����
�C���
�
����1�


�

6��

��1������6�������P��C���8�������!.">��/
	��	������
����������1����
�����+�H�5�1����
����C���
�
����1�


�

1�
��
�� ������ E�� !.".�� 
��������2� 
�� ������������� ��� ���� �
������� ��������	�� ���� 
������������� 

��� 33�� !/-I!/"�
23/I23!��+
��Q��%5�;�����
�',
�����

���-./"!0��/"��	��1��
�2>3��$�

�����&
�������3-��3//-��!543�16



� ���������	
��
�

�����������	
�������

 
 

���
�����
����������
�����������
������
���������
���������

����������
��
���

������	���
��
����	���
�������	�
��������

�����
��
���
������	���
�����
������
��
�������
��
�����
��	�����
��

�����
������
�����
���
�����
��
�����


������������

��� �����	�
	��
������

�������
���������
���
��
����
��
������
���
��������
���������
 ���
�������
!"

#��
�������
�������

���
��	�
���
��
��
��������		�
	����	���
������
��
����������
����
���
��
����
��
��������$�
������



����� ��
������	�
�	��
������

%�����
���������
����������
���
������		�
��
����
��
���������
�
�����
����
��
��������	
��
���
����&

���	

'��
�������
����������
���
�(���	��
���
��
����
��
���������
���
��������
��������

'���

��
����
��
���
������
��
��		
��
�
����������
��
���
���	�$�
�
�����	
����
���
�����������
�����
���

����
���
���
�������
���������
��
���������
���
�������	

)��	�����
����������
������		�
�������
��

���
��
���������
�
�����
����
��
��������	
��
��
�������	�
���
����
���
����
�����
�����		���
�����&

������
����
��
�����
���������	
��
��	��	���
��
���������
��
���



����� ��
���	��
������

'��
��������
��
	�����
�������
���
�������������
���
�����������	����
���������
����
����
��
�����&

���
��
���������



������������
 ���
���
�����
���
	�����
�����
 ��
	����
���
���
��������
��
�����	�
��
���
���&

�������"
�������
�����
�����������
�������
����������

���
���
�����	�
 
���
 �
��
 �

���
 �
���
��
 �
����
��������
�
��
	�����
 ��
��
�	��
�����
���
���&

��������	���
���������"*
���������
��
��
���	�����



���������
����� +�
���
���
������
	���	�
�����
����
�������
���
�����
���
����
������
�������
�����

��������
��
���
���������

%�����
�������
���
�����������
��
���	�����

+�
 �

���
 �
����
��������
�
��
	�����
 ��
��
�	��
�����
���
�������������

�, �- � �,( ) �,=
� �-( ) �-= � �, �-+( ) �, �-+=

� �, �-+( ) �, �-+=
� ��, ��-+( ) ��, ��-+.

	��/012,3��10
��

4���
!5!

'��������
�����
,�
-11/

,�11
4�



��� �������	�

���������"*
���������
��
��
���

7(���	��
��
���	�����
�����
���	���
������������
��	�
���
��������

�����
����
��
�����
���
��������
��
���
���	������
��
�����	�
�����
��������
��
����
���
����	�����	�

���
������


����� ������� 	�
	��
���	��
������	!����

%�����
����������
���
����������$��
��
������
��
�����������
��������
�����
���������
��
����

8���

+�
���
����
��
�������
���	����
���
����������
���
�����
���������
���
���
����	�
��
���������


�
���&�������
	�����
���������
���������
��		��
����	
����
��������	����
���
�����
���������

����
���
������
�����

'��
����	��
���������
 ���
������� ,1"
���
�
�������
��
������������	
�����

���������



9�
���
��������$�
�
��������
��������
�������������
��
��
���������
��������
���
���
�������

�������
���������

���	���
���
����	����
��������
��������	�
��
������	���
��
���
�������	
��������

��������
��������

'���
��
���
�����
����
��
�������
�����	����
 ���
������� 0
-
:"


�	������
���
�������
���������
��
�����������		�
��	��
��	�
����
���	���
����
�		
�����
��
���

��
�������
��
���	�$�
���
���������
������
����
������
�������
����

�������������	����
��
��

�(�������
��
���
�������
���������
��
�����	�
����
���
������
����
����
 ���
������ 0
0"

'��
����&

�����
���
��
���	��������
���
�(���	��
��
�������
�
���8
��
����		�����
����
����
������
����&

�����
������������
���
�����������
���
���	������
��
���
�����;�
����������

<����
��
����
����

���
�����������
����
���
��
����������
����
���������
���
�	��
��������
����������
�������

'��

������	
����
��
��������
���������
��
���������
��
������� ,1

7���
�
����	�
��(���
�����	�
���
��

�������
��
��
�
8���
��
��������
��������$���
��
���
�����
����
��
����������
���
���	��
���
�����
���&

��	�
�������
����



��
���
����
���������
����������������	����
�������
������
����
�
��������
��
��	������

%�8�

��������
����������
��
���
��
���	���
��
�����	�
����
������
�������
����

<����������
���������
��

���������
�����
������������������������� %4�"
 ���
������� 0
:
-"



'��
���������
��
	�����
���������
�������
��
�����
�����
����
���
�����
��
�
����������
��
���

���
����
��
����
���	�$�
���
���������
�
�����

#��
����
��
������		�
���
�
������		�
�����������

�����
��
������
���
=���
���
���
�������	
�����>
���
������	
���	���������
��
������		�
����
��

������
�������
���
���������
��������	�

9�
���
������	���
���
���	����
����
��
	�����
�������
��

�������
����
����
�����������
��������
���
�����
��
��
����		�
����	�
���������
�������
	�����
����&

������
����	��
��	�
�������������
���
�����������	���



'��
	����	���
��
����
	�����
���������
�������
��
����
���
������
��
���	����
����
���
��
�����&

���	�
	�����
���������
����
�������
��
��	��	�����
��
����
�������
��
����
��
�����
��
�������

���	�����&��������
���������

)��	�����
����������
������		�
���
����
����
���������	�
���
����

���
�	��
	���
������	


����� "�
��
���	��
������	!����

���
���������
����
����
���
����
���
�������������
���
�����������	���
��������
��
�
���	�����
����&

�����

'���
���8
������
��	�
�
���		
��������
��
���
���$���
�������
��
����
�����������
���
��
����

����
��
���
����
������



	��/012,3��10
��

4���
!56

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



���
�	��
������ ��#

'��
�������
	���������
��
���	�����
���������
����������
��
����
����
����
��
�������
����������

��
�����
��
��
���
��
���
����
��
�(���	�
���������
��
�������	
�����

�	������
��
������
���	����

��
������	��
����
�����;�
����
��
���;�
�������
���
8����
��
������
��;		
���
����
�
���	�����
����&

�����*
��
=���
���;�
���������	�
��
��	�
��
�������
�
�������	��
�����
�(���	�

+�
���
���
��
������	�

���
�
���	�����
���������
��
�������
�
�������	��
����
��
�����
������	���
��
���
����������
����


)��	�����
�������
���
������		�
����
������������		�
���������
����
	�����
���������
�����


<����
����
��
���������
����	������
����	
�����������	
�������
����
��		
����
���
����������

���
	���	�
�����������


�
������	
�	�����
��
����
���	�����
����������
��

����������
�����
��
=���
�
	�������
����

�������
�	�����
+�
�����
����������
��
���
���
�������	��
�������
��
���	����
�
����&�������

������
��
�
�����	


'��
�������
��
�����	�
����
���
�(�	�����
��
���	�����
���������
���	���

�
��������
������
���
�(���	��
�
�����	
��
���������
��
�	������
��
�����
�����
��
������
���	�&

����
��������
��
���������
�����������
 ��	������"


����������
�����
���
�����������
���
��������
��
��������
��
��
�����
�����	


 	����
�����
���
�����
��
���
������
�����	
��
���
�
	�����
��������
��
���
�����
�����


������		��
����
���	�����
���������
�������
����
�
���(����
���������
����
���
���������
��

�����������������
�������
	�����
�������
����
��
�����
�����
���������

<����
�����������
��
���
���

��
������		��
�(����������
���	�����
����������
���
����
�����	
��
���
��������;�
���	
8��

?�������

����
���
���
�
�������

+�
���������
���
�����
���������
��
���	�����
����������
���
������
������	�

�	���@�


��� $	%�����&��	���&�	��
'��'�	
��	��
������

+�
��
��������	�
��
����
�
���
��
���������
�����&����������
����	��
��
�		�������
���
���������

����������

9�
����
�����
�	�������
�
���
��
8���
�����
�
���
��
����
�����	�
�������
���
�
���

��
���������
�����	�



?���;�
�
�	��8
����
��������
�
����������		�
����������
��	��
���&

����������
��
���
�	��
��
����
9�
����
�
���
��
�������
���
������
��

���
�	��8

'��
��������
�	�����
�����
����
��8��
���
�����
�����	��
���

�
�����
�����
�
���
����$����		��
���
���
�
�����
�����
���
���

�������		�





����������
���
�	��8
��
����
������
��
���
�	�����
��������
�
�������	

	���

<����
���
�	��8;�
��	���
���
���	���
��
����
�������
��
�����
���
���

��
����	
��������
�������		�
���
����$����		�
�������
�����
���������
�

����
��
�
6:A
���	�
 ���
��������
��������"


�

�

�

�

	��/012,3��10
��

4���
!5:

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



��� ������	
�

������������	��
������
���
������������	��	�������������������������
���������������
��������������

������	�
���	��
�����
	������������� �����������	����	�������������������
��

�����������	�
�������

�������������������	�
���������������������
�����������	�
��
�������
�������������������
��������
��

��������������������������������	�
���
���������
������������������������������������������
	����

�����
���������������
�����������������
	�����

�����������	������
�����

��� 
�������������������������
��	�������
����������!	�
�����	�
����
����������� � !	��
������

�	����
�����
��	���
������������!	�������
������
���
��������������	����������������
�
��	������	��"

�#���������!	��
���������	��
������
�������
�
��	������
����������

�����������������
����������
������������$�������
����������
���	��
������������
�������	�"

���������������������������������������
���������
�������$�
���������������
��!�������	���
���������

�����$����������������

��������������������	�
�����	��������
�
	������������� ��%��

!	�
���������
������������
������������������	����������
������������������
��
��������"


���������
��
�������
����������������	������
�����������������������������������	��������
����
�"

�	�����&����$��������	���
�������������	�������	�
��������������
���������� ��'��!	��������
��


�	��
���������	��
������������������
�����������������	���������������
��(������	��
����������	���


�	�������������	��������������	�������
�����	���
���������������������������������
�
������	���
��

)��������������������
����������
�����������������
��!	��
������
�

�
���������
	����	�������������
��	����������� ��!	�������


����	�������
������������������������������������	����������������
�����	�

���������!	���������������
�����	�����	��
����������������	����������

����	����������

�
��	�
���

*�������
�������������	�

�
��	�
���

+����
������������	�
��

� %π��
�� �

�
%π( )
��

�

%π �

� 	 �( )⋅ � %π���
��=

f

A

t

sin(2π       )

sin(2π       )
f

A

t
=

m
g( )

t

���,�-.�/�	-������0����'11��!	��
�����2���	����%--,���3--�02



���
�	��
������ ��(

����
����
��
�����

'���
�����
��
��
�����
��
�����
����
+
���
��	�
��������
���
������	�
�
����

+
����
��
���	�
���
�	��8
�����	


����� ��
����&��
'	�	������	��
������	)
������
�

'���
����	�
��������	
�����
	�������
��
�	�(��	�
������
��
�		��
��������������
��
�
����
�����
��

���������
���
����������
����������

%��;�
������
�
����
����
���
�
������	
�����8
���
������
������	

����
���	�����
���
����������
���
������	
����
������

'��
����		����
��������
�
���
��
��������

�
�������	��
����������
���
��
����
�
���
��
������	
���
���	�����
�������
����



������	*
������	%�
������ %��;�
������
��
����	���
���������
����
���
�
����	�
�(��������	

�����8�
������	�&	�����
������
������
���
�(��������	
�����

9�
����
��
��
��	�
��
������	
���
�����		

���������
���
�����8
�����
���
���
�����
����
���������		�

'��
��������
 
��������
��

�(��������	
�����
����
����
����
1
��
,
����
���
�����
 
�������

'��
��������
� = ,
1
B
! �"

���������	�
����
����
,
��
1
����
���
����
�������	

+�
�
=
,�
! �"
��
	�����

'��
������	�
�
���������

���
����
��������
��
���
��������*
��	���
��
�
�������
����
����
,
1
���
����
�����	�
������

 ������ 0
6"


��'���	���

4����
�����
������	��
�������
��
����������������



��'���	���

7���	���
������



f

A

t

t t
sin(2π       )

1

Time

A
m

pl
it

ud
e

10

E(t) = t1/2

E(t) = 1.0 – t1/2

� = ! �( ) = �, �C

1 � ,< <

	��/012,3��10
��

4���
!5/

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



��� �����	
��

�������������	
������	
���	��������
	�����	
�������	
���������
�
���	
���������������	
���	����

� ���������	�
��� �����

�
������
��	
������	
���
����������

���������������������������	
��� �����	
���		�������������	���	�����	
���

��	��
	����������	
��������������������
	������� �������	�������	
��
��	��	�����������
!

	�������������
���	��������	
���	
������
	��������������
����
���"��	
������#�$

�
������������������
���
 ���#�

�
������
��	
������
��	
���		����	
������
��	
����������	
�����������
�����	���
����	
���	�����������
	�

���	����	
�������������������
	
�������	����
���	
�����������	
���		���������#����	����
���	
����������

	
���������%
��

�
���	
��������������	
�������"�
�����	
������	
����
�������&���� ��������
�������'

�
����������	
����
	
��		����	
�����=�(�� �����������	
�����=�(�) ������=�#�������#�=���'��*�		
��

	�����	���	
���������������	���	����
�����	����������	����
	
��������
	������������������
���


���
�������)��
����	
����������������
��������
����
�����#��

���������	������
+����	�����
	
�	

����	����������
����������	��	
�����
�����������	��	�	
�����������!

�
����	���=�(��&���� ���������		
�������������������	��	
����
��	
������
������������
��������		
��

��=�,#�-+�������=������������	
������������
����
��	
���
���� ��.��

�
��

�������
	��	��� �����������	
�����	��������������	
����
	�
���� 
���������
������������

	

���
�����
��	�����	�	���	����	
�����������	���������
����
�������� ����
��	�� ,�

&����"���!	���������
	�
����������������� ����"��	
�� �,�/��������	���
���$

�

����
	����

0
��������������������	�������	
���

� = � � � �, ,( ) = �

�
!!! 

  � �1

�� � �� ��, ,( )
�� � �# �#, ,( )

��� � �� � �# �, , , ,( )
� � ���( )

����
�, ,<

� � ��( � �2( )1�[ ]
� ��#

�2,≥






3 �

�� �,  = �� # �−/( )+� �#⁄⋅

A
m

pl
it

ud
e

Time

a = 0.1

n1 = 2 n2 = 1.5

d = 0.6

���.�(4�5�
(������*����,)4��%
��������6���
����#((.���$((�*6



���
�	��
������ ���

�����
&
��
��
�������
����������
���
��
���
,-
�����
�	�����
��������
1
��
,,�
'
��
���
���������

����������
����
��
�661�
���
�
��
���
�������
������

+�
��
���������
�����	�
���
����
���������

������
����
��
�#6
= 
� ,�6"�
��
���
���
���
���������
���������
�
=
�#6
��
�������
����
�����
��
���

����	�
����������
�����
��
������
0
5



9�
���
��������
=���
����������
�	���
���
	����
���8��
���
��
���
���
��
��	��� ,�
������� !
2


D���		
��	��� ,�
��������  !
,,"�
����������
�����




9�
�����������
�
���
��
�����	�
����
��
 �
�����
��������
���
Eπ���������F

�����
 
��
���
������
�

9�
���
���
���
���������
���������
 
��
�������
4����������

�����
�π
��
������
�
�����
���
����	�
���������
����������

9�
���
�	��
���
���
����
�	�������

�������������
���
�����
��
�G<+��'
 ���
��	��� ,�
�������(
��������
#
,
���
#
-"


$���
'	-�.���� (������
��
�
��������
�����
����	�����
������
�
������
�����

H��������
����

���
�����������
���
������������
���
������	
�����������
������		�
������
���� ,
��
/ ?$�
���

������������	
������
����
�����
���
�����
��
�
��������
 ,11
�����"
��
��
�
��(����
��
�����
�

�����
�����
 ����8�
9��������
�������"

4������
���
����	���
���
��
����	
�������
��
=���
��
���

���
������
��
�
�	��	�
����&�������
����		����
��
���
���������
����������
���
���
���
����	�
��
���

���������
�����
��
���
����		����
����������
���
��������

��		
���
����		����
����
���������
���

��'���	���

<���	�
���������
����������
����
���	�����
����	���


��'���	��(

'���
��������
��
���
���������
����������


f ❐ sin(2π        )

t

t t
t

n1 n2a d

A
, , , ,env( )

0

1

–1

1

Time

A
m

pl
it

ud
e

�π �( ) = ' ,5

-/
&&&&&& -

�B6⋅ ⋅

�π �( ) = �π �( ) 6 !⁄⋅
�π � = �π �( )

	��/012,3��10
��

4���
!50

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



��� �����	
��

��������	
��	������������		�
���	��
	
��	�������
��	
��
	��
���
��	
��	
����
	���������	
��	��
��

	�
��������		�
���	���	�������
���	���	
��	���������	 	��	
��	�������	�������
��	��	

� �����
� �����

�����	�	��	
��	
����
	����������	 	��	
��	�����
�	
��
��	��
	��	��	
��	�����
�	��
��	��������	��

�	
����	��	��	�����
��	��
	
��	�������	���������	��	 ��
	
��	
����
	���������	��	!�
	��	 �


��	�������	���������	����	����	��
	����	�
	
��	��
�	��	���	���	��
��	��
�	�����
�	�

�
	��	�����

��	������ ��"�	

#��
	�����	
�	��	������	
�	 	��	��
��	
�	�������	�	
�����
	
��
�	��	��
���
���$	%��������	
��


��
��	��	������
����	��	����������	��	��	���
	
��	�����
�	
��
�	
�	��	�	����
��
	��
������	����	��	�

����
����	
���	 	���
	����	��
�	����������	��
���	%�����	����	������ &�	���
��� ��'�'�	
��
	
��

��(�	��	�	
������
	����
���	��
��	��	����
	&�)*�	���
	���	���	����	���������	���	
��	��
��	 	�	����+


���	�����	��	 �	,�	��	��
	 	�����	�	��	
��	
����
	����������	��	��
�����

��
	�	�����
�	
��
�	��	�	�����	
����	�������	
��	�����	��	
��	����	����
���	��	 �	�����	�����
��

�	�����	��	�	����
���	�����	��
	�����	
��	
����
	��
���	-�	���
��
	��	��
	 	
�	��
	�

����
���	��	�����
�	
��
��

.�	�������	����������	
��/
	���
���	�0��
��	�������
��	�����
��	1�	����������
	��	
�	��
��
���

����	���
������	��
�	
��	�����
�	
�	�������	�	����	��
������
��	�����
�	����	��� ��
	������	
�	�����

��
�	��
�����	��	�������	���
�����
	������������	,
/�	��	��������	��� ��
2	,	�����
���
�	 ��
	
��

�������

�
�
� �����������
�����	
�����
	

#�
�	������	��"	��	����	�������
	�	���
�����	���
�����
	
��
	���	���
���	����	��
���	
���
����

�����
�
��	�����
�
�	���������	��
	�����
��	!�
	�
�	
�����	��	�	������	�������
�	,�	��
��	
�	�������


����	��	
���	���	
�	����	��	���
����(���	
������	

������	��	��
�����	
��	��� ��
	��	3��	��
����
	��	���
�����	�������	�
	�������	
�
�������	
��	���+

�����
	�����
�	��	
��	���
��
��	
����	4��������	��
��	����	���
��
��
���	����	���	
������	.�	
��

����
	��
�

-��
�����	���
�����
	��
�	�����
�	��
	�����
�
�	���������

❐ 2π❐❐( )sin
t t

a d

fc

∆f
fm

n1 n2

t t
f

Envelope

env(                       ) sin(2π       )

sin(2π       )

Vibrato

Oscillator

t

A
, , , ,

+

��

�� � � 'π��
���⋅∆+=

�∆
�∆ )= �∆ )≠

�∆

�∆
��+&

��+& &�)* ��⋅≅ �∆ &�)* ��⋅=
&�)±
�∆ )�5� �⋅=

���6�)"&7��)����		8���	�6)		�����
���	4����	&�	'))6		&9)&	84



���
�	��
������ �(�

���
�����
������
���
����
������	�����
������	�
�����
��
���
���	
��
�����
���
����
��
����	
����&

����
��������
�����������
	�8�
������
���
�	�������

���
���������	
����������
���
�(���	��
����

��������
��
���(�������
�����
��
����
���
������	
�����

G����������	��
���	���
��
�����
���������

��
�
8���
��
��	�
����	�
�����
�������
��	���
��������



I�
���
�����
�����
�����
���������
���
��
����
��
�(����
���
��	����
��
�������
����	��	�
��
����&

�����
������
����
���
��
��������
��
�����������	
�����������

<��������
���
������
������
����

������������
����
���
����	���
��
���
�(�����������

���
�(���	��
	�����
����������
������
 %4�"

���������
���
������
������
������
����
��
�
��	8���
�	���

<��������
���
������
�������	�
�������

����
��
���
<������
���	�
�		�����
 ���
��	��� ,�
������� 5
6
/"



�
���������������
���
��
������	
������
��
��
�������
���
��������
��
�
�����
��
������		���
���

���	������
���
�����������
��
�
���8
��
����		������
��
��
������ 0
0



9�
���	�
�(�����
����
�����������		�
��
��		����

� )����������*��&�#���	����  0
6"

�����
+
��
���
������
��
�����������
��������
����
���
����������	

'����
���	������
���
���&

��������
���
�����
��
�������
 
���
 �
����������	��
����
��
	�����
+
-
'��
���
��
���
���	������


��
����		�
�����	�$��
��
����
���
���	�����
��
� �"
����
���
����
����
���
������
���
���������

��
���
����������

'���
��
����
��
�������




I���		����
���8
���������
��
�
������	�$�����
��
�������
���������
 ���
������� !
,
,"
�������
���

���	������
���
�����������
��
����
����		����
���
��
���
��	��
���������
��
���
���
�����������

��'���	���

��������
���������


Ao
fo
t

A1
f1
t

An
fn
t

t

t

sin(2π       )

sin(2π       )

sin(2π       )

+

� �( ) ,

ρ
&&& �� -π������

�=,

+

∑=

�� ��
��

ρ ��∑=

	��/012,3��10
��

4���
!/,

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



��� �����	
��

���������	
���

���������
�	��	
����
����������
�
�����
���

������

	�	
����� ����� ���


����	
��������������	
���	������
���������

�
��	�
�������	
���

���������
����
��
�����	����������


�����	
�����	���
��������
��
�
	
�������
���
����
����������	�
��

�
�
� �����������������
�����������	���

�����	
���
��
�
��
���������������
��	��	
������
�	��������	
�	������
������
�����	������������

�	������������	
�����	���
�����������������

���
���

�����
�����	���������
��������
����
������

	���� 
���
�����	���
��������
��
�
	
�������
���

�����
�����
�����
����
�	��������	�
�����
��

���������
����
�����������������	���
����
�	������!�"�������
��
�
�����
�	������!�"�����������	�


����	���!#�$"�%

� �����	
��

	������������������
	
 !#�$"

������	&��	�������	��
����	���#�'��
����
����
��	���
�	�
��

�
�
� ��������	�����������������	�

(�
�
���
�������	������	���������
�������
	������������
�	���)	������������
	����������
����	
����

�
��	�
����������
�	&
����
��	��	
�����������	���
��	�������
��	�������
�%*�������	
��
����	�	��

�	��	�	
����
�
�����+���	�������������	�
��	��
������������������������
�����
�������
	�������

�
��	�
��,��������%**��-����
�����
���
����	���
�����������
�����
�������
	���������������
�	����


�����������

.

�������	��������
���
��	�
���������
�����	���
��������
��
�
	
�����
�
����

�����
�����
��

�
���

	�	
��	���
��	���)����
����
��	����
���
��
�
	
����������	���
�������
�
�����
����
����


���������	�
�����	�����
��	��������������	
���	������
�������
�����������������
��	�
�����
������

��
���
	��������
����
�������	�
����
��
���������
��
����	����	�����'

���
�
�����	��	����
�������
�
����������������
�	&	����������.	�

�������	���	���	�
������
	�/

��������� ������
�	��
����
���	�
�����)���	
��������	��������
	������������������
�����&&�	����

�
��	��	
�����	�������������
����
������
�	&
������������
�
��������&
���
�
�������������
�	&
����


��������������	�	�
����������������	�	��������
���	������-����
�����
�
���	���	�������������
�����


�����
�����������
� 
����������	�	�
������
�	��	���
��������
�������
�
���/������
����	
��

	������
���
�
��
�
��
���

0���������
���
�
���	���
����
�������&	����-�������	�����

����
�����
��������� 
�
�
����

	/

�	������
�
����
�
�����
���� �
����

��
���
���
��	����(�
�
���
���
�
���������
������������������/

��
�	��	������
�
���
���������������
�
���
��	�
��	�������
��	�	���
���
�
��	
�������
�
�����

�����

�	��
�
��	����
������

�
�
 !��	"�
�������	���

1��
����������
�	����
�
��
�����
������
��
�
���	��������
	���������� ������
�	������	��	�	
�����

�
���
����	��
����
�	����

���
���
�����	���
��������
��
�
	
�������
�
�����
������
�
��������

	���
���������
�	��������	�
��-��
����
�
���
��
������������2

�� ��

� �( ) �� �( ) 3π�� �( ) �⋅[ ]�	�
�=4

�

∑=

���5#*647
�*#�����8��
�%53��(���������+��
��4��3**5��42*$�8+



���
�	��
������ �(�

� �������
�#���	����  0
5"

�����
��
��
��
�����
��
���������
���	������
��
	�����
+

'���
���������
��
��������		�
��������	

��
�������
���������
 ���
������� !
,
,"
�����
����		������
���
��
��
	���
������	
����
�������
����	&

	����
���8
���������
 ������� 0
-
!"
�������
��
��
	������
��
��������
�������
���
��������
�����	�


'��
���
��
���
���	������
��
����	�
��
�����	�$��
��
���
���	�����
��
���
������
����	�
���
����

����
���
������
���
���������
��
���
����������
��
�������




�
��������
�������
��
��������
 0
5"
8����
��
�������	�
���������
���8�
��		
������
���
��������

���
��������
�����������
��
������	
������
��������
��������
���
��
��
����	�
����
��
��������$�

�����
 ���
������� 0
-
2"


����� �������	������	3���
����

J�����	�$���
��������
 0
5"
��
���	���
�		
������	�
���	
��������
����������
��
����

� '������������#�����  0
/"

�����
������������
 
���
 
���	�
���
�����������	
���
���������	
��������������
����������	��

��
��������
&

7�������
 0
/"
����
���
����
���
���������
���������
�
���������
��
��������

 0
5"
�������
����
��
����
��
�����
��	�
��
����
�����
�������
����������
�����	���
�����

���������

9�
���
�	����
���
���������
���8
��
��
���	�$�
���
���������
����
�����
��
�
���&

����	��
�������
���������

'���
 
���	��
���
������
��
1 ?$
�������
���
&
=
,
����
&
=
1


 �1 ��8��
��
������������
��
1 ?$
�������
���
&
=
1
����
&
=
1
"
'��
����	�(
����
��
���

�������
������
��

-�
�������������#�����  0
2"

'��
��������
��
����
��������
�����
��
�
	���	�
����������

���
���������
��
��
���
�		
 
���
 
��

$���
�(����
�,
=
,�
��������
 0
2"
�������
��





���	�
��������
 0
/"
�������
��
=���
 ���-π�" + 1



����( %�������&��	3���
����

<���
�����������
���������
�����
���
����	�
��
����
������
���
���	���
��
���������
 0
/"

���
 0
2"

��		�����
���
����
��		&8����
������



� �( ) ,

ρ
&&& �� -π������

�=,

+

∑=

ρ ��∑=

� �( ) �& -π&�( ) �& -π&�( )���K���

&=1

∞

∑=

�& �&

�1

� �( ) �& ��&+( )��-π&�



&=1

∞

∑=

�& �&

��-π� -π� � -π�����K���=

	��/012,3��10
��

4���
!/!

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



�(� �������	�

�,����	3���� +�
��
��	�
���
���&��������
����&�����
���������
���
�������
�����
���	������

��
��
���
���������	��


� � #��������������������#�����  0
0"

����
���
������
���������
��
 
��
�
�����������

'��
������
�(�������
��
���
�����
���
�����

��
 0
0"
��




'��
�����
���
���������
��
����
��������
 &
.
1�
,�
���
-"
���
������������
��
������
0
,1�

9���

+ . ,�
��������
 0
0"
��������
�
����
�����
���
���
 �
��
��������
���
���
��
�
����
����
���

���
���������

'��
��		�����
���	�
�����
���
���������
��������
���
�����
���	������
���
���

�����
���
��	���
��
&


'��
��������
��
���
������
����
��������
����������
����
���
���
���������
��
���
����������	


'��
���	������
��������
����
����������
��������
������

+�
������
0
,1�
����
���
�	����
���������

���
�������
����
������
��
���
����
��
���
�������	
�(�������
��
���
���������

'��
�������
��		��

���
$������	���
����
 ��
����
��	����		��
$����. 	����"�
��
�����
���������
��
������
0
,1�


'��
�����
��������
����
�������
������
���������
��	�
�����(�����
���
�������������
������
��
���

���&����&	������
������
����
��������
�������
��
��������
 0
,1"
:

'��
���������
������
�����
�	��
��		��
���
���
����
��
�����������������
���
��
�(�������
��

#������������+��
*���
/�
����  0
,1"

��'���	���/

<�����
�����
�������
������


&

���	�����

���������

1
,

H�

,
,C!

!

-
,C:

:

!
,C/

/

6
,C0

0

:
,C,,

,,

5
,C,!

,!

/
,C,:

,:

2
,C,/

,/

a) b)
A

m
pl

it
ud

e

Time

� �( ) ,

-& ,+
&&&&&&&&&&&&&&& -π -& ,+( ) �⋅[ ]���

&.1

+B,

∑= + 1>

+ ∞→

� �( ) -π� ,

!
&&& -π !�

,

:
&&& -π :�

,

/
&&& -π /� 





+���+���+���+���=

+ ,>

� �( ) ,� 1 � π�<≤
,�B π � -π�<≤




=

	��/012,3��10
��

4���
!/6

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



���
�	��
������ �(#

��
�����
��
������
0
,,

'���
��
���
����
��
��������
 0
0"
����
 �
��
��
���
��
��������
������

��
���
���������


'��
���&����&	������
������
����
��8��
��
��	�
���
������
�������
�����
B,
���
+,*
��
��
������

���
�������������

'���
��������
���
���
���������������
���
�������
�����
��
��������
��������&

�����	�
����
�����
��
��	��
���
����
�����


'��
����	
����
������������

����
��������	��
�����
��
���
�����
���������
�������
��
�����

���������
��
�������
 ���
�������(
�������
�
/"


!���
'����	3���� #�
�������
���&��������
������
���������
���
���������
�����
���	�&

�����
��
��
�������
���
���������	��

� � 0������������������������#�����  0
,,"

���
������
���������
��
 
��
�
����������������
��
������������
��
������
0
,-

'��
������

�(�������
��
���
�����
���
�����
��
��������
 0
,,"
��




'��
��		�����
���	�
�����
���
���������
���
���	������
���
���
�����
���
��	���
�� &


��'���	����

)��&����&	������
������
����


��'���	����

'������	��
����
�������
������


&

���	�����

���������

1

,

H�

,

,C0

!

-

,C-:

:

!

,C60

/

6

,C2,

0

:

,C,-,

,,

5

,C,50

,!

/

,C--:

,:

2

,C-20

,/

Time

A
m

pl
it

ud
e

–1

1

Time

A
m

pl
it

ud
e

+ ∞=

� �( ) ,

-& ,+( )-
&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&& -π -& ,+( ) �⋅[ ]���

&=1

+−,

∑= + 1>

+ ∞→

� �( ) -π����
,

0
&&& -π !�

,

-:
&&&&&& -π :�

,

60
&&&&&& -π /� …+���+���+���+=

	��/012,3��10
��

4���
!/:

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



�(� �������	�

'��
��������
��
���
�������	��
����
��������
����������
����
���
���
���������
��
���
���&

�������	

'��
���	������
��������
����
���
������
��
����������
��������
������

����
��
���

������
��
����
�����	
��
��
���
	�����
���������


'��
���������
�������	��
����
���
��
�(�������
��


 0����������������+��
*���
/�
����  0
,-"

'��
�������
������
�����������
��
���
�������	��
����
��
�����
��
������
0
,-


�� �����	3���� '��
��������
����
��
�������
��
�������
�		
���
���������
���
�����������

�		
����
����������
����
���	������
��
���
���������	
��
���
��������
�������

� � #������	���������������#�����  0
,!"

'��
������
���������
��
 
��
�
�������	������
��
������������
��
������
0
,!

'��
������

�(�������
��
���
�����
���
�����
��
��������
 0
,!"
��




'��
���������
��������
����
���
��
�(�������
��

#������	�������+��
*���
/�
����  0
,6"

���	�
	����
��	3���� <������
����	&���	�����
������
����������


� � #�
����-������  0
,:"

���
������
���������
��
 
��
��
����	��
�����
�����	

'��
������
�(�������
��
���
�����
���
�����

��
��������
 0
,:"
��

��'���	����

<�������
����
�������
������


Time

A
m

pl
it

ud
e

� �( ) ,
1
� πB

π
&&&&&&&&&&&&&&B=

� �( ) ,B( )&+,

&
&&&&&&&&&&&&&&&&&& -π&����

&=,

+

∑= + 1>

+ ∞→

� �( ) -π� ,

-
&&& -π -����B

,

!
&&& -π !����

,

6
&&& -π 6����B …+ +���=

� �( )
�� 1 � π�<≤
� -π�B π � -π
<≤




=

� �( ) ,

+
&&&& -π&����

&=,

+

∑= + 1>

+ ∞→

� �( ) ,

+
&&&& -π�( ) -π-�( ) -π!�( ) …K���K���K���( )
.

	��/012,3��10
��

4���
!/5

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



����������	
��� 
��

��������	
���
�����
��������������������� 	

����
������������ ���
��������������������������������������������������������

	 ����������	
�����
��������� ��	
��

�
�������� ����������
����������������!��������������
���"����������
����������������!��

�
�����������#���������	
$�����
����
�����������"�������������

�������������� ��	
%�

&����������������"������

	 �����������������
��������� ��	
'�

(������������
����������
������)��������
�������� �
��� �������
���������������	
$	�

�����
���������������������
��������� �
����������������������
���#�����������������
���

����������� �������*�����
���������
��� +��
���������
�*�
�������������)��"��"�
	�(��

�
� �����"���������������������������� ����������
������������������"������������������"����
�

�����������������
�������#���,�*�����
������������
�����������)�������"����������*�)�����

�������������	�&���������
����*��
���-�����������������������������������"��*��������
���

�����������������
���"������
����������������������)�����������������".�����
��������������/

���������������������
��
��
����
�������������� ���"�����
��0*#��������#����*���������������

����"�����"	

����� ���
����
�����	
���

�
���������������������������*��
����������
���������������
����������������������
����������

�����)�������"������"��
��������������������������)��
�������	�1�����������������
����������
����/

��"��������*�������������*�����*��
���-�������)�����*�
������������������������������	

���� 
���!"

2��������������������������������������������������	

Time

A
m

pl
it

ud
e

� 3 � 
� 43, , ,{ }5

� ∞→

� �( ) 


�
////


 3π����6


 3π� �⁄( )���6
////////////////////////////////////////⋅=

� �( ) 


�
//// �

	3π��
	

�=


�

∑=

� �( ) 


�
////


 �
	3π�

6


 �
	3π� �⁄

6
/////////////////////////⋅=

� ∞→

��*%�7'
8�
7�	����9����4%%���
���"�*��:���
�
��377%��
�7%�9:



�(+ �������	�

7�������
 0
5"
��
�������
��
�����
��
����������
����
�

'�
��������$�
�����
�����
����
��������

���	�
�������
������
��
���	��
�	��������
��������$��
��
��
���	��
��������
�������
����
�������

��
����������
����

'�
�����
����
��������
��
�
������	
��������
����	��
��
�
H���
��
����
����	�

����
����������&����
��������
��
��������
�
����	���
�������	
0� ���
������� ,
6"��'���
��������

��=��0�
���
��������
�������
��
��������
 0
5"
��

,���������������
�#���	����  0
,0"

�����
�
��
���
����	�
����(�
�
��
���
����������	
����������
0� ��
����	�
������
���
�
��
���
���&

�����
������


������
'	�	3�����.�� <����
�����
������
��
��������
 0
,0"
��
���
�����
��
���
��������		�

������
���
������
��
�����������
��������
��
��������
��
��
������������
���
������
��
���

�������
��������
���
�������
��
��
�
���	�

9�
����
���������	�
����
���
���
�����������
����	�

��	���
����
���
���	�
��
���	
����
��
��������
���
�����

'��
��	�
���	&����
�����������
������

��
���	�����
���	���
���
�
���		
������
��
����������
��
���������
���
�����
��
�����
��
�(�����

���
����	��
����
���
���	�

'�
�������
=���
���
������
��
���
��������
��������
�
������������

��
��������
 0
,0"�

����������#���	����  0
-1"

��'���	���#

<��
��
�������


Time

Im
ag

in
ar

y

Rea
l

� �( ) = �� -π���0����

�=,

+

∑

τ� �� -π� �
/
&&&���

�=,

+

∑= 


	��/012,3��10
��

4���
!/2

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



���
�	��
������ �(�

?����
 
����������
�
���	�
��
	�����
/�
����(��
��
��
����
��	��
���
������
��
���
����	��
����&

����

'��
���	������
��
���
�������
��������
����������
���
�����
��
���
�����
 
��
	�����
+


������
0
,5
�����
�
����	��
�������	��
�����
 �
+
.
!�
���
/
.
!-


)
��5�
'	�	3�����.�� ?�����
�����������
�
�������	��
��
����
���
����	��
�
�����
��
�(�����

��	���
����
��
��
�
����
����
��		
�������
�
�������
���������
���������

<������
���
���	�
������
���

��������
������
��������
��
/
.
,1-6
����	��

9�
����
����	��
�
��������
�������
����
��		
����

���
����	��
���
��
���
���	�
��
���
�����
��
��������
���
����	�
��
�
����

'��
����	��
���
����
���&

������
�������
�
H��
���
����
��
�
	�������8��

+�
��
����
���
����	��
��
�
����
��
'
.
2,0-
����	��

���
�������
	������
���8
��
���
���������
��
���
���	�
����
��
���
���
���
����
���
���������
��;�

������
��
�
.
'C/
.
2
?$

������
0
,/
�����
�
����	�
���&����
���������
����
��������
����
���������


'���
���������
�����
�������
���
����	�
��
���	�
 
����(��
��
�
��
���
H���
����
����������
�
��

��
������
 
����
�������
�����
�����

'��
������	�
�
��
���
������
���
 
��
���
�����
���

'��
����(

�����������
��
���
�������������
�����
��
���
����		�����
���
 
�����������
��
���
�������������
���&

������

+�
���
�(���	�
�����
�����������
 

9���
�
��
�����������
����
���
���
��
���
���	�
����

����
 
����
���
����	��
��������
���	����
���
�
��
�����
���8
����
���
�����
��
���
���	�

 '��

�(��������
 
�����
���
���������
�����
�������
��������
��
�
��
�

<��
�������(
�������
�
:
"

+�
��
���
 
��
����
��
�8��
�����
�����
����	��
��;�
���
�������
���
���	�
�����
��
�����

���
���
���������
���	�
����	�

'����
���
����
����	�
����
'
���
���	�
	�����
/�
���
�����	�
���

���
���������
�
��


  0
-,"

��'���	����

<���	��
����
���	�


��'���	���(

'��	�&	��8��
����		����



TimeA
m

pl
it

ud
e

DAC = τs

s = ((s + ∆s))L

τ�
��

�� , , !⁄ , :⁄, ,{ }.

τ
��∆ �∆

�∆
�∆ ,=

� /�≥
�( )( )�
�∆ -=

� �
'

/
&&&∆=

	��/012,3��10
��

4���
!/0

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



�+/ �������	�

+�
����
�(���	�
��;��
	������
��
�����������
����
���
��	���	��
��
2 ?$
��
	���
��
 
����
��
��

�������

#��
��
 
��
�
���	
������	��
��
���	�
����������		�
��������
���
���������

���
�(���	��

��
��
���
 �
��������
 0
-,"
���������
��;�
��
��	�
��
��������
�
���������
��
,- ?$

#��

��������
����
���
�������	�
 
��
=���
�
	���
��
����	���
���
�����
��
�������
�������
����
��
����(�

��	���
��
��8�
��
��	��
��
������
���
��
���������
���
�����
�������
����	�
��	���

?���
���
����

������
�������
���
���
��
�������
�������
��
���
�����
�������
����	��


!��
&����
 ������
���
�������
����	��
��	��
������
1

���
�(���	��
��
�
=
!
/�
��
�����
����
���

1
/
���
������
����	�
!

'���������
��
���������
����
���
�	���
���������
 �
�����
�������
���
	������

�������
���
	�����
����
�

<��
���
�(���	��
 

<����
����������
����	�
��������
��� ���������	

����
��
���
����(�
���
����(
��
��������
���
��
���
��
����	�
��
������
����	�

���
�(���	��
��
�
.
!
000�

����������
���		
����(��
����	�
!�
�	������
����	�
6
�����
��
�
������
������
��
����
����



6��
��
' 9�
���
�������
��
����������
��
����������
��������
��
���
����(
������
��	������

���
����	�

���
�(���	��
��
 �
����
�������
���
���������	
����
 
��
�����
���

��������
����	�
6

9�
���
�(�����
��������
��
��		����

�����
����
�
��
 
��
���
���������	
����
��
	���
����
1
:
���
���������
��
 



��
���	)
����������
 �������
��������
��
��
������
����
�
��������
	���
=����
��=�����
����	�

������
���
��
��	���
�
�����
��
����
	���
����
��
�����������	
��
���
���������	
����
��
���
����(



���
�(���	��
�������
��
���������	�
��	���
���
����	��
����
�
�������
 
���



<��
���
���	
����(
��
�
=
,6
/

H���
�
����
����������
��=�����
����	���
��
�����
��

������
0
,2�
���
�������
���
�
��������
�������
���
����	��
�������������
��
���
��$�
��
���
����&

�����	
����
��
���
����(�
����
�������
���
��������
����
���
����
��
���
�&�(��
��
����
�����

+�
����

�(���	��
���
�������	����
����	�
���	�
��
 

+�
������	�
��
���&

����
��
���
������

��'���	���+

%�����
�������	�����


�∆
�∆

�∆ ,
:=
τ

�

!
/ !=

�∆ !
/= 1
/ 1
:≥

�
� � 1
:�<B � �

� � 1
:�≥B � ,�K



.

� � ,K

�,6 !
-�=
�,: 6
:=

� 1
/�,6 , 1
/B( )�,:K 6
,,= =

<���
,
 σ � � 
B.

<���
-
 � σ� � , σB � �K,K.



3.2
4.54.110.7

y
y14

y15

	��/012,3��10
��

4���
!21

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



���
�	��
������ �+�

7�����
����������
��
��������
���
��
����
���������	�
��
��������
����������
���
�������������

���������
�	�8�
�������
��	�
���
�����	
����	��
���
����(��

'���������
��
������������		�
���

����	���
���������
��������
��
�	����	�
����
����	�������
���
	�����
�������	�����
��
����
���&

�	�(

'���������
���
�������
����	��
����
���
��
�	����
��
������
����	��
�������
��������
���
���

��
��
����
��	�
�
����	�

'��
�����
����������
��
	�����
�������	�����
�������
����
���
���������

��
���
����	��	�
�����������
���
��
������		�
��������
��
�����
���
	���
����
���
�����
���
��
������

���
�����	����
��������
��
��
	����
�����(�����	�
	�����
�������
����	��


+�
������	
������
����������
���
��������
������
������
��
�
8���
��
�	����1����� �������
���
�����	

��
�������(��
�	����	�
��
���
�����

+�;�
��
������
���
����(��
������
��
���
��������
��
������

�������
��
���8����
��
����
��
���
��$�
��
���
����������
��
��������
�����

4����
=�����
��
�
8���

��
���������
����	������
��
��
����������
����������
����
���
�����	

���
���
����������
����		�����

����������
�����
���
��
�������
��
����������
���
������
��
����	��
��
���
�����	����
��������


%�����
�������	�����
�	��
����������
����
�����
�������
����	�
��		
�
	�����	�
�������	����
��	��

�����
�(���	�
����
���
�����	
��	��
��
���
�����	����
��������*
��������
���
�����
��		
������		�

��
	���
����
���
����������
��
��������


<������		��
	�����
�������	�����
��
������	���
��
�
������&�����
	������
��	���
����
�
�������	��

����	��
��������

'�8�
�������
	��8
��
������ 6
6�
�����
�����
����
���
�����	�����
��
���
����&

����	��
���������
��
�
�������	��
��������

'��
�������
���������
��
���
�������	��
����	��
��������

��
���
����&�������
��������
 ���
������ 6
!5"



'��
����
	���
��
���
����&�������
��������
��������
���
�������	
���������
��
���
�������	
���&

��	

+�
�����������	�
��	����
���
����&���������
����������

'��
�����
��		
��
���
��������
������
��

��	�
���
����	���
�����
��
��
�������
	�8�
�
������
����&���	���
����&�	������
��	���

'��
����
	����

��
���
����&�������
��������
�������
����������
������
��
���
�������	
�������	
���������
���
�����

�	������
 <����
-116"

'��
���������
��������
��
	�����
�������	�����
��
���
����	
���
��
	����
���

�������

'��
��������
��
�����������	�
	������&��	�����
����
��	�
���
����	���
����
���
��
�������

�	���
���
�	������
�����������
��
���
�����
����
	���
��
����
��	�
�����
-5 �#


#��
����;�
���
�		

%�����
�������	�����
��
������	�
����
��
������
�
���������	
��	��
����
��
�

�����	�
���
�(���	��
��
�������
��
��������
�
�������
��
�����
��
����

+�
���
�����
��
�������	�����

����
�����
��
���
��
�
������
����	��
��
�������	
������
��
����������
��
���
	�����
�������	������

���
���
���������
��������
��
�		����

#��
��
���
�������	�����
�����
��
��	����
�������
���
���&

�	���
���
������
��
	������&��	�����
 ��
���������"
���
�������
����������
����
�	������

+�
���
�����&

��	�����
�����
�������
�������
�����
�����
��
������		�
�����
	�����
�������	�����
����������
��

��=��������	�
������	�
��	������
������


���������		��
	�����
�������	�����
��	�
���8�
��
���
�����	����
��������
����
�����
���
����	��

����
�������
���
������	�
����������
������
��
���
����	��*
����
�������	�����
���
�������
�

��������	�
�����(�������
��
����
���
��������
�����
����
����
�������
����	��

I���������
���

����	�
��
=���
�
�����


)���
��
�����
����������
��
����	�
���
����
����������
����
����������

#��
����
���
���&

���������		�
�����
���������
���
���
����	�
����

'��
������
��
����&	������
�������	�����

	��/012,3��10
��

4���
!2,

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



��� �����	
��

���� ������� 	
���
��������������������������������������������������������������������������

�������������

�
�
� ����	�����������������


���������������������������������������� �� �����������������������!���������� ������!�������������

������"��
������#�������������������$�������� �������������������������������$��� ���� ��!���

�!!����������!������������%������������#����������������� ����������$������$�������������� ������

�������������������� �����������������������&��������������� �'���������������������#������������

 ���������

���������
�����������������������	������
	��	�� ����������� ��������� �$�!���� �����

�����������������������!�������������� �$������������������������������������!����� �$������

��&������������������ �����!��������!���� ���������(

�������	�
���
�������������������������� �"����

���������������!���������������������������������
����������������!������������������������� ���

����!�����!�������������������������� �����������$������!����������
��

	� )����������������������������������������#���$����(� �������������������� ���

��� ������$����� �����#����������!������!������������������������������#��������������������

�������������

�� *�#��� ������������ �����������$������������#���#�������������( ��������#�

����������#�����������������������������������������������#������������������� �������������������

�!�����������
��

+� &�������� ����$��������������#�����������������=���+�	������������������������������!����������
���������������������������

�������������� ������������������������ ����� ��������������������������������������������!���

����������!�����������������,������� ����$�������!�#���$������!� ��-!� �����������������������

��������������� ���������������!������������������.����!� �����������������������!�����������
������

���� ���������������!���������������� ���,����� ��������#������������������!����� �$�!��������

�������
��!�������������������������� �������������������������������������� ���������������������

����� ��������������������!����������(

� ���������������������������������� �"��+�

τ
�∆

�∆
τ�

τ

,����	� �� �τ � �=

,������ � � �∆+( )( )
�=

,����+� � � 	�+=

,����/� 0������

�

�� �

�( )( )


�� �τ �= ��
τ

� � �∆1( )( )
=
�∆

�∆
�∆

�∆
�∆ τ

�π
�∆

�∆ �



�
���2

���
"
3	4��
"�!���5����+3�������������6�����	���


��	(
3�56



����������	
��� 
�


���������	
���
��	��������
�������������	��	��������������������	����	������	��������� �����

���� !�

��������������	��������
���������
�������
��
��� "������������������
	�������������������

	�����������
���	���#������	��	�������������
�����
�	��������������������������	�
�����������������
�

���������	���������
�������!���������������	�����	

�����	���������������	
��	��	��	�������
��$

������� �����������
������������	���������������������	�������
���������	��	�������������
���

�������������������%�!�&����
�����	�����������������������������������'���	����
	���� ������
(

����	(��������
��������	��������'� �	���	����������
���������
������� ������!�����	��	�������
��$

������ �	������������
	����������
��������������!�)��#��	�����	
��	��	��	�����	����������

�� ��	��	���������
	��
	��������	�����	������!�*����
��������	���	(��������������������������

	

��������	����������+,	������� - ./

����	
����
�
����������
����	�
�	 + !��.

����������	���	����������'
������	���������	��������	
��	������������	��������'� �	�����
������

�����	
���	��������	���	�����������	��������� �����	
���	����!�+"��	��0�������	���1���
	����

���
����������
���������	������� �	��� ������	����������
��
	����������������
�������������	��


��
���	���!.�

�! 2����	���������������������
�������������'���
	���/� !�������������������������
��$

�	����������������������������
�������������	���������
	���������������	���������'���������������

���������������'�
	���!�

�! 3�'�����
���������������'�������������������������!� !�������'������'

������	��������	����������
�����������'�	�����
����������������������������������	���!�

4! 2��	�
	�
�����������'�������������������	������
	�
��	����/���=���+��!

��������	��	��������
������� �
����������������������	��	�������������
� /�

! ���������	�
�
����������
����	�	��
���
��	�
	��� + !�5.

2��
	����������������	����������������
	������	�������(�����
���	����	�����������������  !� !�&��

�	
���	������������
��������������
�� ������������������ ����
��	��� !������ ����	����

����������
�����
	������� �����	(��������'����	������'�
	���!�2��������	(�����������������������	�

����'�������
������������ !�2���	(��������������� ������
�����	��������������'���	�����
	��������

�∆ ��

��∆
τ�

�� ��∆
��∆ ��

6�����! �� �τ ��
!=

6�����! ��7� �� ��∆+( )( )
�
!=

6����4! � � �!+=

6�����! 8���	�!

�

��
�∆ � ��

�� �∆ �

�� ��τ �
�

=

�� �7 �� �∆ �7( )( )
�

=

��∆ ��

��∆ ��
�

�
$$$�

�� � �⁄ ��∆ ��∆
��
�� ��

���9 ���:
�� !����;	���4�4��������	���,	�
��������9���/� �;,



�+� �������	�

��	���
���
����	�
����
���
�������	�
 

����		��
���
����	�
����
���
���	�
��
���	��
��
���
�������

���	�����
 



��� $��������	7��������


�
��������
���������
 ��"
������
���
�������������
���	�����
��
�
�����	�
����		�
��
�
��������

������

������
0
-1
�����
�
��������
����
�
���������		�
�������
�������������
���	�����
���
�

��������
���������


��������
���
�����
�����
��
������ 0
-,

'��
������
��
���
�����
������
����
����		�����
���


���������������������
��
���������
��
���
���	�����
�����
��
���
�������
���
������������������
5

+�
����
����
���
���	�����
��
���
�������
����		����
��
��������		�
������		��
��
���
����	�����

����		����

+;��
������
��
���
�������
����
�������
��
��		
��	�
	����
����
���
������������
���

����
�����
���	�
����
����
=���
��
��		
��
��������

+�
����
�(���	��
���
���������
��
���
���&

�	�����
����		����
��
�
�
���
���
���������
��
���
�������
��
��

'��
���	�����
�����
��
���
����	�����

����		����
��
2�
�����
������
���

���������������

)���
����
�
��������
��	��
��
,
1
��
�����
��

���
������
��
���
����	�����
����		����
������
��
��
���
����
���
�������
����		����;�
���	�����

�����


9������
���
���
��������
���
����
������
��
����




<���	���
��
	������
 �
���
 �

'��
�����
	���	��
�
����������
��
���
����	�����
���
���
�����
	���	��
�
��
���
�������

'��
���&

��	�
��������		�
��	���	���
�
���
�
�����
��
������
���
���	�����&����	����
�����	
� �"


)���
����
����
2
=
1�
���
�
����
����	�
,
1
���
�����
����
��
���
��������
�������
��

�
�
����	�
��������
��
���
�������
���������


��'���	����

'���������
	��8��
����		����
�����


** + mod

L

Calculate Frequency Calculate Phase Table Lookup Amplitude Scaling

τ
Floor

fn sn

(∆sn)

An

L
R

τ
��

� �( ) ,
1 2 -π�
����K( ) -π������=

ω� -π��= ω
 -π�
=



�
��������3�������������	�-����������)�����  0
-5"

� �( ) ,
1 2 ω
����K( ) ω�����. � �

� �

� �( ) ω�����=

	��/012,3��10
��

4���
!26

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



����������	
��� 
��

������ ≠ �������	���
��������
����������������
������������
��������ω���������������������
����
���

�����������
��������
���
��
���������
����
�������

�����������������
������
���������
�����=�����
 
��
��������������������
��������ω��������
��
������!�������������������������
������������

�������
����������������
������	���
��

"����������
������=����
����
���#����������������������������
���
���
��
� ������
�������
�������#$

���������������
�
������������
�������
���
�����������
��
���!��������


�
���
��%�
�������
���&���'(�

���������	���
�)��������
���������

������
������
�
���������


�
��
���������������
��
�����
�����#
���

������������
�����!������������
��������������


�
��
������*��!����������������
��������������


�
����$

���������������
�����������
���������������
�
����!������	���
���*�����
���

�������
������������
���#

��� ������
�������������	���
��
����������
����
�������
����������������������
���
��
� ������

�����
�����

+���
������������
������


�
��
������
��������������

�����
�����

+���
������������
���

�����
�����

,
���
�����
����������	���
��

Time

A
m

pl
it

ud
e

fm
fc

I
cos(2π       ) +

1.0

Modulating
Oscillator

Carrier
Oscillator

f (t)cos(2π       )

=+

a) b) c)

Icosωmt 1.0 + Icosωmt1.0

1.0 1.0

2.0

00

–1.0

� � ���≤ ≤

���-��.�/���������0����1.2�����
������	�
���������-���3���0	




�� �	���
���

�������
��
��������
����������
�����������=��������������������������	
��	���
��	��
��������
������*�
��4������������������������
���
��5�
�������������
��
���
��
� ��������������������
���
���#���

��� ��
������&*)������������������


�
�������������
��
������
���
��������#�������������� �

������������

�������������


�
����
�����
��
�����������!��������

������������������
����6
���
�����
�


����������������
��(�����
�������������
������������������
����
����������
����������
��������
��������

�����	������������


�
��
�����

�����
��������
��������
����7�8�������
�������
�� ��'�.��������
�������
���������
���
�����
��

����
�����
�����������
����������������$����
����������
������������
������������
����
�������

&���������
����������
���&��2�((��9
��������%���
��
��&���'(�
�������
���������
���
��������
���
�

�����
��������
����
�������$����
������
������������������� �&�
��
� ���1(��

����	���
��
��&���'(�
�������������������������������
����������������
���������
�����������$

�
�����������������
��:����
�������
��������� ;5�&��������
���<�-��(����������������
����������	���
�


���������������
�������
������������� ;5����������
��������
����
�������$����
������
�������

����������� �&�
��
� ���<(�

��������
�����������������
����������������
�!��
�����
���������
��������	�����%���
����
�����$

�
��
���
�������
�������
������

������
���
������������
�������
������������
������������������


����������
����������	�������������
����������
�������������������������������%�&�
��
� ���2(�

���������
������������
�������!�����������������
�������$��
��
������������
�����������������$


����
�����!�������
�����������������


�
� ��

9
�����������

�������
�����������������
����
�����
����
�����������������!�� ����� ����
�

��
���������
������������
���
�������
������������	����������
����	���
��	���*��!
�������
��

����
���
�����
��
��������������
��
������������������
����
��������
���������
��
��!���������

�����!
�����������������
���
����������
��!�����
���������
���������
����6��������������������
��

�������
����
���
��
����
��������������������
��
���
�������������
���
���

���!�������
����
���
��

�����
����


9����
������%���
���

�����
�����

9����
������	���
���

0Hz

F(C) =
–ωc ωc

0Hz

F(M) =
–ωm ωm

ω�==ω�

ω�±

ω�±

ω�

ω� ω�>

���-��.�/���������0����1.'�����
������	�
���������-���3���0	



����������	
��� 
��

�������������	
����
�����������
������
�����
�����
�����������
���

�������
�����
���������
��������
���������������������������
�
����������
��
������������
�

�����
���
���
�����������
 �� ���������������������������
�������������������	
�
�!� ��"���������

�
��������������#�
���������
���

�������������������������
���#!����

��
�� ���������	
���
�����

$����
����� ������������
������������
������
�����
���������%���&������
����������������	
����
����

������
������
�����
�����������
�����������'��+��(���%�������)������ ��
�

�*��%���+��
��'��+��(���������+�����
���
#����
����%���� �

'���,(

-���������������������
���������
�'���,(��������
����������
�������%������
����"������������
�!

�����
�����������
���!���������%��%����%����
����%������������
�������%������
���'��������
��+

������
�.��(�

/
#����
��
�� ���
�� ����������������
�����������
���!��
���'���,(�

%���� �

�����
�����

��
 ��
���
����0��
�����

0Hz

F(C) * F(M) =
–ωm –ωmωm

–ωc ωc

ωm

�� �( ) ��� � ω�����1( ) ω�����)

2 �

3
���������������������� .�����
��������������#�
��

ω�±

� � ω������=
� ω������=

�� �( ) ��� ω�� � ω����� ω�����⋅+���⋅= �

4���
�������%������
��

� 	������
�

�
��� � 	+( ) � 	5( )���+���[ ]�=

���� � ω�����= 	��� ω�����=

'���6(

� �( ) ω��
�

�
��� ω�� ω��1( ) ω�� ω��5( )���1���[ ]1���)

ω��
�

�
��� ω� ω�1( )� �

�
��� ω� ω�5( )�����1���1���)

� � � ��

������� 7���� ����#�
� ����� ����	
��

��!,��6�8���������4����96,��"
����!��0������9�����,�������40




�� �	���
���

D����
���&���.(����������������
�����
���������
������������
���������

�����
��
��
�������������
$



�
��
������������������������������

��
��
��������������
���������
��
��!������
������
������"���

�����������


�
��
������������������������
��������������� E��������������
���
���
�
����������
$

������������
����
������
������!�������
������
�����������
��������������
��!��������
����
������

����������������������������

�����
�����
�������������������������������
��������
���
�������
������
�����
��������
�������


����������������
�����
�������
����
�������
���
���
��������
���������������������������
�������$

�
���� �
�
���������
�� �
����
��
���
��������������&�(�
�������������
)���
�
��������
���������


������������!�����+	�
��
��!
���������
���������
�
�����

�����������	���
��	��������
���
�� &����(

��
��  ����!���"�����

D����
���&���'(���
�����
������������
���
�������$����
��������
��������
����������
����
������

���
����������
���&��������
�� 1���-(��9
��������	���
��
����������
����
�������
�����������

&!����������
���

�� (��
��
��������
����������
����+���!�����������%���
��
�����������
���

������
���
����������
�
������������
�������
��
���
������

"����
������������������ ��
�������	���
��
�������
���&���'(�
���������
�����!�� �

��
���
�����
�������
�������
�����
��������
���

������	���
��	� &��1�(


�������
$����
��������
����!�����������	�����%���
����
��!�����
���������������
�����

������$


�����������
���&��1�(�
��������
���
��
�����'�

8
����������
���
������������������
������������
���!����
������������


�
��
���������
�����


������������������
���� �
�����
��

��
�����
����������������
�������������������

����������
���

����������
#�����
���+�����

��
�
 !�����"�#�
���$�%��"����
�!���"�����

*�������
����������������������
������
�����
�
����!���
�������
������������
���
�������������	�	�

��
��
����������������
�
�����������������
����������
�������� ����
������

����
��
�����
�
�
�

0
�!�!������������
���
����������������
������������
���
����������
���
����
��������
�������
��

������
�������������
��&����������
 1(������ ��

�
��
�����
��������
�����

��$���������������
�!�

�����
���������
������
�������������

���������������
�
������������
����������������

�����
�����

9����
������

����������
���

ω�

ω�


 �( ) ��� �� �( )?[ ] ω������4

� � ���≤ ≤

?��� � ω�����


 �( ) � ω�����( ) ω������4

0Hz

–ωm ωm –ωm ωm

–ωc ωc

���-��.�/���������0����1..�����
������	�
���������-���3���0	



����������	
��� 
��

���������	���
���������

�	�
���������������������������
����	������������		��	��������������


������
����
�����
����������
����������	��������
�������	��	��

����������
�����	���������	�����


����	��������������������������	��

������	������������������������
��

�	���������������������	���

���
�����	�������������
������
����
���������������
�
��	��������������
����
��������������
�	����
�

��

����������
��

�����	����������������

������
��������������������
��	���������� 
��
���	���

����
�������������������
���
�
���!��
�������������
�

��� ��
��
��������������

���������	
���
������"#$%���	��
�������
���������
��	�&�����������
����
��������	�����������	��#���

�	����'(�
���
����	�&����������
�����
���
����������������	������	�&���������������
��������
������

)����	�&�������������		��	�
���
�����
���	�������������
���	�
���
�������������
�	�����������������
���	*


����������������		��	��	�&�������
���

��������������������
�������+������	����'(�������		��	��	�&�������
������

��������
������	��������������
�������	�&����������������������������
�������
�&�����
�	�����

)����	�&�������������
��

���	����������	����������������������������������������������
�����

�
��

���	���������	�&���������������������		��	��
��

���	�"����	����',%��-	���������������&���������	

���
���������������

���������	����
����� "��.�%

�����
�����

#	�&����������
�����
���
����

�����
�����

#	�&����������
������������

� �( ) � ω�� �∆ ω
�
��+( )�
��=

Time

A
m

pl
it

ud
e

( )sin f (t)

t

( )sin

ωm
∆f

ωc

t

A

+

* t

*

t Modulating
Oscillator

Carrier
Oscillator


��(� ,�/�� ������0����.,���-����
�����#��	��	��',��'  (����1�(�2$



��� �����	
��

������������	
���
���� ��������������������
���������� ��������	��
������

����
�������������	� �����������������	
���
�����������������	����������	
���
����������	���


���������������������
�

������������������������������������������������������������
��������

����
����������� ����
������� ��������������������!��������������������

�
������"���!������� ����	
����
����������#������

�����
�����������#�!������#��������

�����������	
���
������� �

������������������������������
�����
����������� �������������	����	
����
���������������������!���


������ ��$��������� "%������ "%��������������� �����
������������������&�

'���� �������!�����������!������������������
������������	�����
����
����
	���������

������
�����(���

)�� ���������������������������������������	
���
�����������������������#����������*�������

�
������� ������������
����
	������������������������������������������#����������

���������

��� ��������������������������������	�����������������
���������������#
�����!�������!��������

�
	#����������#������"���!����������
���(���������� ��������������	�+�����������
�����
�


����������!�����������
	#����������#�����������
�����������

�
��
	�����

,�	
���-.��
�������!����
��!��
����������
�������!�������

ω� (π��= ω� (π��=
�∆

�∆ &= � �( ) � ω�����=
�∆ &≠
��±

�∆ �� �&&&= �� �&&= �∆
�∆ &=

�∆
�� ���±

�∆
�∆ ��/0

1000–1000 0

1000–1000 0

1000–1000 0

1000–1000 0

fm

a)

∆f = 0

b)

∆f = 1.2

c)

∆f = 2.4

d)

∆f = 3.6

Time Frequency

���1�&2�3��&���	��4������&����
�������.��������(&&1���5���4.



����������	
��� 
��

����� �������	
�������������������
����
��
����������
���

���������	�
��	��	��
������������
������������	���������������������	��������	���
��������������

�	�������������������������������������	�����
�
�����
�����������������	����������	�������	�

����	� ���������������������
�	�������	������������	�������	��
���	�����������������������
�	��

����
�����

�	�	�������	�	��	��
�
�����
��������������������������
������	�����	���	�������	�
�����������

�����������������	������	��������	��������	�����	����
���������������	����������� �!���	����	������

��	��	�������
������
�	���������������
��������
�����	��������������	�
����������������	��������

	�������������������������
��������	�
��"#$%���	��
�������
����	��������������������
���� ������

	���������	��������	������
�	�������������������
�����
��������	�
������
����������� �����������

������������
�������
�	��� 

&���	�������������������������
������' ($��������
��������
������)

��������=�"�����  �!������' ($��������"*����������
��+�,��-��	��������	����
���	��������

��������������
�����	����������������	�������	�������� �&�����	����������������������

��	������	��	����������
������+�,����
������' ($
 �&�������	��������������

� .������

� /���������
���

� 0���������
���

�����
���
�

1����
�	��������������������	���
���������������	��� 

� �( ) $ '# 2π�����=

� �( ) $ 23 2π � �∆+( )����=

� �( ) $ 23 2π � �∆4( )����4=

�∆ " "*⁄=

� �( ) � �( ) � �( ) � �( )+ +=

a)

b)

x(t)

x(t)s(t)

y(t)

z(t)

Time

���5'$#"6��$' 
���7����('"��&��������8�����"(��2$$5��")2"�78



��� �����	
��

��������
������&#����8
������ ���������������������������������
�!������+���	����������	���#
�����+�

���������
�����������!������������������������

=�������������� ������������#��������������!������
������� ��������+��������
�����������
����������� 

���������!�����	�������������������
���������
����5������������������
����������� ��������������,
		��

���
����������������
������������	
���
������������
�������������
�!��������������������!����	

�����������������
������!�����	��

=������������
������&��������������������#������������
��������������������������������&7��
����


�������������
���������������������������������������
�����
�������������������������������<�&7��
�

���
����������������������������
	����������������	
��������

����������!�������������������	
���

�
����#
�������!������������������
�����������!������������������-��
�����(1���������������#���*�����

����#���!�������������
�����	��
���������
����5�����
�����!����������!��������������������������

�����������������������������������������
���������������

)����
��������	
���
��������� ���������������������������#���
����������
		������������������
�

�������������������������������	�����������	
���
�������������������������
	��������������
	#�����

���
����������!�������������
������������!����	�������	
���
�������������������
�����
�������	
����

'��������������	
�������������	������������	�*���������������������#�����������������������

����������	
���
�������
�����	��
���������
��������
���6�

����� !	��
�������	�"	��	#���� �
���

�����	
���
�����������-.����
��������#��������������	�����#��>�������
���������������������+���

���������������������������������������������	��>�������
�����������������������%������	��������

!�#�������	�	#�������!��
	� ������
�� 2�(� �� ������	����������	
���
�������������������

�����	����������	
���
����������������


�����������������#���������������������� ������	����

�����	
���
��������������


�����������������#������

��������
�����	��
���������
�������!��������
����������� �����#����������#����
�!��������������

�����*�������
��������
�������������	
���
��������
���������������	�����#������>�������
��������

����������������������������������	��������������5

����( 

�������*
�����������	�������������������
		�����������
����������( ������#�����

����� 

�& �( ) �� �( )
�� �( )

� �( ) � ω�� � ω�����+( )���=

� θ � β���+( )���=

�& �( ) θ ? �� �( ) θ �β?( ) �<( )� θ �β<( )���+���[ ]�
�=�

∞

∑���=

� �( ) �& �( ) θ���=

+ �� �( ) θ β+( ) θ β<( )���<���[ ]

+ �( �( ) θ (β+( ) θ (β<( )���+���[ ]

+ �� �( ) θ �β+( ) θ �β<( )���<���[ ]
+ …�

���1�&2�3��&���	��4������(����
�������.��������(&&1���5���4.



���
�	��
������ ���

'��
���������
���
��
��	���	��
��
���
����	�����
����������
���
	����
��������
����������
���

���������
���
���
���	������
��
����������
������
��
���������
���
����������
��
���
�������������

������
��
#����	
���������


����� �7	�
�	1�����	��
&���
�

9�
���
��8�
���
��		�����
������������
�����
��������
 0
!-"
���
�����
#����	
���������
��
��	�

�(�	���
����
��8��
��
���������
�����
���
���
��
����


'��
���������
��
���������
����
��
��
��������

I�	�
����
2
.
1
���
��
���
����
�����
��
����	���	�

��
������
��
���
���������

'���������
��
���
���
����
�
���������&����	����
��������
���
��
����&

����
���������
���
���������
����
���
��	��
��
2�
����
��
���
���������
����
�������������
������


'��
���&�������
	����
���������
�	�������
����

'��
����
 
������	�����
����
����
�������	

���
���
���
	����
���������



%��8���
��
���
��������������
�����
��
���
#����	
���������
������	����

'��
#����	
���������
	��8
��������
	�8�
������
����������
�����
�����
���8
���	������
�����&

���
������		�
��
���
����	�����
����(
2
���������


)���
����
 
��
���������
����
�		
���
�����
#����	
������
�������
 �
�������
���
�		
�����

������
 �
 

<�
����
2
=
1�
 �
�����
������	�
���
���	�����
��
���
��������
���

�		
���
����	��	�
������



?�����&�����
#����	
���������
�����
��
����
$���
����
���
����
������		�

'���
�����
����

������&�����
���������
����
�����������
������
��	�
����
���
����	�����
����(
2
��
	����


H��������
����
���
����(�
����
#����	
���������
��		
��
������	�
���������
���
�����������
������

����������������
��
����
$���
��
��
$����
��
��������

���
�(���	��
��
��	��� ,�
������
2
--�


��
�	����
$���
���	�
 
��
����
���
��(����


�	��
������
��
����
������
���
��
������
0
-0�
����
����
 �
����
#����	
���������
�������

�
��������
���	���
�����������
���
����
��	���
��
2



��
2
����������
���
���	������
��
���
���������
��������
���
��������
��
��������
��
�
��������������

������
���������	
���



'���8���
�����
�		
�����
�������
���
�������		�
���
	���
����
��
��
����
�
���
��
������
���
���&

�	�����
����(
��������		��
���
��������
��		
������
��
����	�(
�����
����8���
���
���
���
�����

��
���
#����	
��������
������

�	���������
���
��������
��
���
�����
��		
�(�����
�
	���	�
���������

��
��
�����
2
����
���
��	��
��
�������
������
���
����
�
����
��
��������

'���
��
���
�������	��

�����
��
��
��������$��
�������
����
����
�������
��
�����������
���	�&��
�������	
���	������
�����&

�����
��
���
#����	
��������
�������
��
���
����	�����
����(
������

+�
��
���������
���
��
����

���������
����������
��
��
�	����
����	�(
���
���������	�
��������
����
����	�
������	��
����
��

���������
��
�������	�
�
����
����
���������
������



,B( )�

51 51 1( ) ,=
� 1> 5� 1( ) 1= 51 2( )

5- :( )
5! :( )

2 -
:>

	��/012,3��10
��

4���
!0!

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



��� �����	
��

����� 
�������������	�

�����������	�
�����
����������
���	������������	��������
���	��������������������
���	��������

�

������� ����������������	!���������������
��	!�������
�����	������������
"�������	�������
���	� �

#��	�������������
���	�����$��

������� ��������������
��	��������������%��������	����	��	�� ����&����������'�����
������� 
���������

��������%��������	����	�����������������������������������!����������������
��
������
����
"����(

���	�������
���	��#����������������������	���
�����������������		�����	�

#���� �������	������	��
	�
	�������
����	����
���	�����$����� ��&	�!�
���������


��������
	�� �������	����������������+��
�����	�	!�
������
������� ��������	��������
���
�

����������������!����
���=����
�"���	�����	������(
 ��
�
	�� ����������������#�������	��


���	�
��������'��
���������	���
���	��
	�)��
������������������
���������
����
	!��������	���������!�

�������	�����
�����%�����*��������
������+,����
��
�����'������	���

-�������
	�� 
������������	��	��	��
����� �&��������� 
����	


����������,����
���	�
���
�����	����	���
���	��������������(
 ���
��.�����/������
���	

��!���������������������������� ������
�������	����
�����0�����	����#�����������

��������	�������������	������������	�������	����
���	�����$�
������������'��$ -.��&�
�
������

��	����	��'�
�������� 
�����������
���
��������������
�
	������������	������������	�(

�����������!��������1 -.��

2������*���
"�������������	�������	!��3����	!� -.
� -.
�
	�� 
����!��

�����	!���	����	������	���!����������-���
������	��
	�
	�����������	����
����
������	
����
��
�����(

�	!���������	��
	�
	�������������� ��4����������������������������
����
�����������	���!������)

����������������������
����
�����������	���!�������	��#������������������
��������������������������	�(

���	������
���� ��
��������'�������������	������	�������	���
����!��	)���������������������	�
����

!�������.��������������'�����������.�	�
��
�����������	�������	�
�����!�������.����

5
��
���	������������������������	���!����������-���
� -.
� -.
�
	�� �

2��������
������������������������������������!����	�!
������#�
����
	�������
������� ������
���

�����!��������	���
����!��	
�
	��������
�������������������������
�������	�!
������4�*����������	!�����

����������
�����
��	���
����!��	����������4���
	������
!������������	
���	��
'���� ��	���
��������

�	�����
	��	!�������������
���	��	�� ������
���������
"�������	�������
���	� 
�
����������

&�������
�����	����	�θ ��������	���������	��
����	����������
���������	����	��
	�
	�����������	���
�������	!���������������
��������	�������	 6��
����������
��������θ ��������������������������
	�'�

� ���������	�������������
���	�����$���

� �( ) � ω�� �∆ ω����	+( )
��	=

�∆

� �( ) � ω�� � ω����	+( )
��	7

�∆

ω�� � ω����	+
� ω�=

� � ω����	=

θ �( ) ω�� �∆ ω�����	+= �∆ 8=
θ �( ) ω�� 89=

θ �( ) $π $ 89⋅=
θ �( )

ω� $π 1 89⋅=

ω� 0= ω� $= �∆ $=

θ �( )

ω� 6= ω� $= �∆ 0�1=
θ �( )

θ �( )
�∆

�	

	θ
�	

	 ω��
�	

	
� ω����	+=

ω� �ω� ω������+=

���:�81�;��8������<
!����0��#�����
�
�=
�����
�$88:�����0�<=



���
�	��
������ ��#

<���	��	��
���
����������
��
θ  �"
��
�����
��
��������
 0
!,"
��





<����
����
�����
�(���������
������
���
����������
��
θ  �"
����
�������
��
����
��
��
���
������
�����






<�	����
���
 
���	��

�
  ��&�����������,���������  0
!6"

���
��	����
���
2
��������


 3����������2����  0
!:"

7��������
 0
!6"
���
 0
!:"
�		��
��
��
��	���
�����
��
����	������
���
����	�����
����������

���
���
����(
��
���
#����	
���������

+�
��������	
������
��
��
����
��
���
��
��
������
�
��������

����
���
���
���������
��
���
#����	
���������
��
����
�������	��
����(
2�
���
��
����
���
�����&

�����
��
��
���������
��
���������
��
ω
�
����
��
����
������
�
�����
��
����	�����
 
���������

��
�����
�����	��
 �

D

�����
,001�
!,2"


��'���	����

%�����
���
���������		�
������
�	���
���������


1 2 3 4

60π

50π

40π

30π

20π

10π

b

t

d

c

a

θ(t)

Negative
Slope

Zero
Slope

Positive
Slopes

��

�θ ω� � ω
����∆+=

ω� � ω
����∆+ ω� 2ω
 ω
����+=

�∆

�∆ 2ω
=

2
�∆

ω


&&&&&&&=

�∆

	��/012,3��10
��

4���
!0:

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



��� �����	
��

��
�� �����������������	��
�

�������������	�
�����
�������������������
��������	�����������������	

�����������������������������

���������������������������������������
�����������

��������������������������������������
�����������

�
���������������������

��������	������������������  !����������������
����������"�����������

�������������������������������������������  !#�������������������������
����������	����������$

������	����������������$������������������
����������%������������������������������
����
��������&

�����������
�������������������������
���
����������������������������������������������������
��

�����������������������
�����������������������	��  !�����������������
������
�������������
�����

���������
��������������'���������������������
���	������������()�*����������
����������������	

� +,�-./

��������������	����������������������
������������
���������
�'�����������������������������������

���������
����������������������������+
������,�-0/�

1��������'�������������������
����23��������
���������������������������������������������������$

������
��������������������1���������  !	�������=�4�,��������������������������������
0��	�-��	�4��	 � � �  !	�������������������������������������	�5(��	�50��	 � � �  !��"���������������

�����������
�
��
�����%������
���������������'����������������������
�����������������
��� 	

������������
����� ,�--��

����
	�����

6��������������������
������������
���������

����
	�����

7�
����23��������
�

θ( ) θ5( )���+��� θ( ) θ( )���5��� �= =

�� �� (��= =

�� 4�,( )

0Hz

Frequency

A
m

pl
it

ud
e

Frequency

A
m

pl
it

ud
e

0

100 200

300 400100–300––500 500

–400 –200

���8,�)(9���,�

��:����-,.����������	�3�����(	�0��8��4&4)�:3



���
�	��
������ ��(

'��
#����	
���������
���������
���
��	�����
���������
���
�����
��
���
����������

'��
���������

��
1 ?$
�����������
��
�
��������
��������
������
��
���
��������

+�
��
����
���
��������
�����������

������
��
��������
�����������
����
�
������
��
����
 ��
�
,21O
�����
�����"�
����
	���
��
���
��
���
���

����
���
����������
��
���
����
���������

'���
������
���
������
��
��
��������
������
����
�����
���&

�����
���������
�������������
���������
����
�������
�����
�����
�����

'���
�������
��
�����
��

������ 0
!6

'��
����	�
��
���������
���
�������
��������
�����������
��
���
��������&���������
����&

����
�����
��
������ 0
!:

I��
����
���;�
�����������
��������
���	�����
����������
����
��������

����������

+�
��
��8�
���
���������
��
����
���������
��
������
����
��;�
�����		�
����
 ������ 0
!5"



'��
�������
��������
����������
	�����
��
���
��
��������
���������
����������
�������
���

�����
��
�������
��
����	�����
���������
���
�����

9�������
 �
���
����	����
��������

��		
�	����
��
��������

9���
�����
�����
������	�
������>

��'���	����

����������
���	������
������
1
?$



��'���	���#

D���	����
��������
��������


��'���	����

���������
��
��������


�
 ��⁄ ,=

0

100 200

300 400–100

–200

–300

–400

–500 500

Frequency

A
m

pl
it

ud
e

0

100

200

300

400 500

Frequency

A
m

pl
it

ud
e

0 100 200 300 400 500

FrequencyA
m

pl
it

ud
e

	��/012,3��10
��

4���
!0/

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



��� �����	
��

��������	

����

�����������������	
���	�������������������������������������
������������������

�������������������������� ��������
����������������������
���������������������

���������������� ��������������!"��#�����������������$�

%��
�������������������#������������������

%��
���������������������#��������������������

���
�������
���
�
�� ����#�������
�����#����#������������
�������������������������������

����������
�=����&����'(��������������#���������������������������������������������������������

������������

&������������
��������������#������������������
�=��)����������������#�����(������
����!�������#���

���
�=��)*����������������������������������������������
�����������������#�������������������������

���������������������������������#����������������������%�������������#������
�=��)�������������������

���������������#����������������#��������

��������������������
��������������#������������
�=�������� ���������#�������������������

�������+���������(������������#�����������������
����#�����
��#�������(�����������&����#���

���������#������
�,�*���������������������
������������������������������������������ �

-������������������ �������� ��������
�������#�����������������������(��

�������������.��
�����������(���������������������
���������������������������������##��������

��������#�������##�������� ����������������##�������� �����������

/���
�����������������������������������#�������##�������� ���������������

�������������������
���(�����������������#�������������#��������#�����(�������

��������
�������#����������������(������#��������%��
������������
�=�������� �����������

#����������+�����������#�������

�

��
�������
���
�
�� %��
�����������
�=��)���������������#�����(������
����������#��������������

�������0������
���������������������#����������������������%��������������������#���������������#���

������������������������
��������#������������������������������-�������������
���(������������������

���#��������1 +2���#���������������������������������#�����(���������������#����������.��
����

�#���������������3�����������������#���� ���������������#��������#������
�������������

����������� �� ��

&
�������������������������������������������!���
�,��)����������������#�����(��������������������

���#������������������������
���������������������������������������������������.��
������#�����

�������������
��
�����������������������������������������������������������4��������������(����

���������#�����

!���
�,���� �������������#�����(����������������������������#��������#������������������
��

��������������������������������������������������#���������������.��
�����������#����������

���������#������������������������������������������
����������������������5(�������
�����

���#�����������������������������������(���#�����������������������������������������#����������

������
��������������


 �� ��⁄=

� �>

�� * ��=( )
�� *���± � 1 � * �����, , ,=

�� * ��+ 6 ��= �� 7 ��+ 8 ��=
�� * ��9 ��9=

�� 7 ��9 6��9=
� �>


 = *

�� ��� *± � 1 � * �����, , ,=

� �>

���
	1:�;��1	�����<�
��6	:������������"��������*11
���$�=�<"



���
�	��
������ ���

����� $	9������&��	"���

4����
��
���
,0/1�
���������
����	�����
���
����
�������	�
��
�����
������
��
����������$�
��

���������
������������

+�
���
���
�����������
��
P���
��������
��
������
����
����
�������

���	�
�����
	�8�
�����	����
����
���
�����
������

+�����		�
	��
��
���
����������
��
�
�����8�

��
�
�����
���������
�������
��
���
��������
��������
 ,0/!"
����
��
��
����	��
���
������
��

�����������	�
�������	
���	�������
��
��
���������
��
�����
�������
����
���	����
���	�����
����&

	������
��
�����
��=��
����	�
��
9������
������	
����������
�����

?��
���8
���
�(������
��
����

�����������
����
��������
 <�����������
,0//"
���
������������	
 '���(
,0//*
H�����
,021"


��������
���8��
����
���
Q�����
�����������
��
����	��
���
HR/
��������$���
���
�����

����&��������
�		&������	
��������$��
����
����
�����
����
��
���������
/
�

D
 �����
 ,001"

�������
����
��
�����
��
���
�������
��
�����
��	��
���
HR/
���	�����
��
���
����
��
���
����
����	��

8�������
����������



����( $
'��	7��������


'����
��
����
�����������
��
��
�������
����
��������
��������
���
��
���	�������
��
���������

����	�����
��
�����
����	�����
 4�"

+�
���
	�������
��
��������������
�������
����
���������

����	�����
���
�����
����	�����
���
8����
��
������
����������
�����
��
�������
��
�
��������

����
�
����&�������
����������
 

+�
���������
����	������
���
�������������
���&

������
��
���
�������
��
������
����
���
������
���������
��
��
������
�����������	
��
���
������&

�������
��	��
��
���
����	�����
�����	

+�
�����
����	������
���
�����
��
���
�������
��
������		��

��
���
����	�����
��������

�	���	��
�������
���
�����
�����
��
�
�������
�	��
����	����
���
���&

�������
��
��
���
4�
���
����
�	���	�
��	����


9�
8���
����
�������������
���������
��
���
����������
��
�����

'��
�������������
�����
��

�����
��
 �
���
���
�������������
���������
��
�����
��





+�
���
���������
��
 
��
�����������	
��
�����
���������
 �
��
����
�	����
���������

+�
���

���������
��
 
��
�����������	
��
���
����������
��
�����
����������
 �
��
����
���������


���������

#�
�����
���������
��������;�
������
��
�	���	�
���������
����	�����

)��
����
��

�������
����

<�����������
 -11!"
�������
EI�
�������
���
���;�
��		
�����
��
��
���
������
����
���

��������
��
���
�����������	
�(��������
��
���
������������
����
��
8���
����
���
����&

	�����
�����	
���

'���
��
�
����������
���
��
������
����
��
��������
�����
���	��������
�����

��
��
��������	
����������
�������
���������
���
�����
����	�����
F

����+ $	�� 	�
	��� 
�
':�	*5������

���������
��
���
���������
������
��
���
��
���
����������$�
��������;�
���������
���������
��

��		���

?��
������
���
�����
����
�
���������
����	�����
�����
 ���
������ 0
-2"�
�����
��

� �( ) � θ �( )���=

θ �( ) ω�� φ �( )+=

ω �( )
��

� θ �( ) ω�
��

� φ �( )K= =

� �( ) φ �( )
� �( )

��

� φ �( )

	��/012,3��10
��

4���
!00

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



��� ������	
�

��������	
��
���
�����������
�������
�	�����
���������
������������������
�����������

��	
�

��������������
�������	��
	����������	� ����������������
�

��	
��
��	������
������
������ �������


��������������
�������	��
	�

!���
����
�����"��#�������������������#����	����������
������
������ �����	
�������������

$���������
��
����
����
������������
�	����
���
�����������	����������������������

����#��

�%

�	
������
��	
�������������
�������������������	&��������
����
���	�����
�����

����
�������	�������

'�
���	�����������
�� ��
�����	��
���	�
�		��	(�
�����
	��	�)���
��	���
���
��
�����������
�	��


����	��
���	�����	�����������������
	�� ���������������=�*��
	�
��	�����������		���
����	���
���
	
��	
����
��

+�������
��

��������
���	�����
�#���	���
����
�
�
����
	�
�		��	%�
%�
�����
	��	�)���
��	���
��

#�����
���������
�	���
����������	��������������
�����������������#���
�
�
��
����������������%

�
��������
������
�������
�����	�����	���
���&����

����
�������
���	���
���+������������#��

���	���������
���	�
��
������
	����
���#
����������
�	���#�������
��
������
�������	��������	
�����

�
	&�
��,�������-��������������������$����������
���.�#
	��
	�����
�����������

'���	��
��
����
�����"��
�����
��������	���������
�������	���������	� ��/0�������	��
����

��	�����	���	�

���������&����������

���������������

����
������
�		��	�
�
�����
	��
��
��������	
������
�		��	��	�)���
��

���������������

����
�������
���������
�
�����
	��
��
��������	
�������
��������

�	�)���
��

���������&��	�)���
���������
���� �	�������������	���
�
���
������
������ ������
��%

��������	�)���
�

�
��	�
����

1�����
��	�)���
���
������
�����
��

�

ω��2�*π�� ��

ω��2�*π��
��

�∆ � ��⁄=

( )sin f (t)( )sin

∆f
env( ), , ,env( ), , ,

foff

t
t

t

am ac rc ncrm nm

A

t

ωmt

ωct

Modulation
Envelope

Amplitude
Envelope

Modulating
Oscillator

Carrier
Oscillator

+

+

�
�0�34-5
�3������6����733�����	��������	
��-��*330��-8-0�6�



�����
�������
� ���

�����	��α����������������
	�#���������	�)���
���������
�������������������� �����������

�������������
�	���#	����������
	����
�������������� ��������
�	���#	���������

		���
�����


��

�� ����� ������
&�������	��������������������	������
������
&�����	��������
	������	�)���
�

�������
�������
��

�� ����� ������
&�������	��������������������	������
������
&�����	��������
	��������������

�����
��

+�	���	��������
��������������
�����
������
	����������������������

��
�	����� ,�������-�����������
���������������
�	���#	���������
���	�����������	
�
	��
���

�
�����	��������������
���������������������#��������������
������
�������
����	�
&���������

�����
���

��
�	�����������������������
�����������
�	���
�����	�����������	�
��
�����������

�%

�
�������	��������������������=�- �
������&������

���������������
���+��������
����	�����


���������#
�������������
�����	���������������������
������������������
	��������&��
������
�

���� �������
�����
�����	�������&���#�����
�����
	����
���	
��,������������

����
������	���	������

����
�����	������	����������������	�����

���������������
��

��
���� ��
������&������������������������������
�	���#	���������
��#�����
��������������

� �
����������
��	��������
����

�������������������������
������
�������
����	�9�
�
	��������

���
�	����������	�
��
�����������������		���
����	���
��
	�����
����� �
	����+���
������	�
��


�
�
����
	������������
	��������&��
������
������ �������������:���	�������
���������
���
���
����

��#	���
���������#������

��
������� ;���&�������	���
���� ���������������
�	�����
����
��
������#���

������
&����	��


����
����������������	�)���
��������������������
��	��	�)���
������������
���#�

�����
	���
����

��
������	����:��������
��������
�� ��
	���������#	��������&������
�		��	��	�)���
�

�������
��������������
������
�������
����	
������������
��������	����	�����
���
��	%�	�)���
��

�%

�
����������	��������	�����%�	�)���
��

��
�������	����	������	������

��
���	
��� �
	�����
��	��������
�������������=�*��	�����������������
�	���

���������
����
��

��	�
��
���+����9�������������������������
����
����
�����������
��
��	������
����������9�����

�����
������
������ ��
����
������
��	�������
�	���

��
��
 � ��
�������-�4�����#��)�������� ��
	�����������
������
���������:�������������

�
�
��������
������	
�	�����

�����	���
������
���������
���������������
�		��	�
�
�����
	������%

�
�������	�����	�����#����

��
���
���������
�
�����
	�����#����������
�

���	�
��	����	��	#��	�	�

���
�	��������	�)���
��
������

��
���
�����
	���������
�����������������
�������

����
����
�#�

��������:����<�
��
�		��	��	�)���
����������
��������	�������	����������
�������
����������	�)���
�

���
���������	��������
����	�
����
��
��������	����	���	���

����
	�������$�
�����
����������	
�
��

���������
���#����
���	��

�����
�����#��������
�����
�����
��������������
���
	��
���	���������
�

�
�� α� ��⁄= �
��

�∆ �
��+
�� 	� 
�

�� 	� 
�

*

� = - 
⁄

�
�0�34-5
�3������6����73-�����	��������	
��-��*330��-8-0�6�



�/� �������	�

8������
���
����
����	

+�
�����
��
����
	����������
���
������
���
�����	�
��
��������;�
���&

�����	
�����
��
��	�������
�����		���
����	
���������


)������
&�	�
	-�.����	
��	���&����	�����
 4������
���
����
�����������
����	�
��
��������;�

����	
���������
������
���
��
����
���
����������
��
�������
 �����	����
������������
��
��������

���������"
���
���
��������������
������
��
����	
�������

+
�����
���
�����������
����
����

�����

��
�	����
���
�����
��
�
����
��	�
�����
��������$��
����
���
�������
�������
��
E��F
�������
����

�������

'���
��
�	����
���
����
������
�������
�������

+
���		
�������$��
��
��
�
��	�
�����
���

��
	�����
��
����

'���
��
���	���
�
��		&	�8�
�(��������		�
��������
����	���
����
�
�����
�����8

��
���
�������
�����
�������
�������

+
�������
+
���
�������
�
��		
����*
��
���
���
�����
	�8�
�
�����

��
�		



����		��
��
��������
���
��		&	�8�
����	���
����
���
����
�������
���
�����
+
�����
�
��		�
���
����

�����
��	�&���
��������
��
��������
���
�������
���8
��

+
�(���������
�
������
����
��
���������

����������

+
��������
��
����������
��
�
����������
���
����8
����=�������
����
����8���
+
���

�������
��		�
���8
��
�������
���
����
��	�
����	
������

���
�����
	�������
�������
���
�����&

���������
���
���������
��������������
��
�
����	
������
���
���
����
���
��		
���
������
���
�������

�������



?�
���
�������
�������������
��
�
����	��
������
����
���
����	
���������
�����������
���
��

E����F
���
�������	
��
�
��=��
������
���
�������
�������
���
�����
���
��		
����	���

'��
������

�������
���
��������
����	�
��		&	�8�

'��
�������
��
����������	�
������
��
���
�����	����

������
����
�����
���
�������	����
�������
������

'��
����	�(
��		
������
���������
���	����

��
���
��	�
������
�������

9�
���
����&������
�������	��
��
����
���������
����
����
������&

���
��
�
�����	����
����
��������
��
���������

'���
��
���
���
�����������
�����
���
�������	
��	��

��
�����
������
����������
���
������
��������������
����
���
���������
����
����
���	���

	��� ���


����� �����,��	�
	�7	��
������

��������
���������
���
���	�������
��
��
��
�����
����
�������

'��
���������
��
�(�����	�
����&

�����
���
������	
�����
���������
���
��
�	�(��	�
������
���
�
����
�������
��
������������	
���	�&

�������

?���	��
��		�
��
���
�������
�����������
�������
���(�������	�

#��
����������
��

���������
������
	�8�


 

 

��		�
��
���������

'��
���
��
�
��������		�
�������	�
������
���
���

������������
�����
��	����
���
���	����
���
��������������
����	�
��
��
��
��������$��
��������

�������
���
#����	
���������



<����
��
���������
��
�
���	�����
���������
����������
�����
��
��
�����	
���	����
������
����

���	�
�		��
��
��
�(���	�
����������$�
��
���������
������
����
��

G����
��
��
����	
������&

�����	
�������
��
������	�
��
���


�����/ �������
'	 ���	�7

<���
�����������
����
��
��
���������
����
�
����	�
������������	
������

P���
��
���������

������$�
�����
�����
����
������	
���	��
���
�������
#����
'���(
���������
������������	

	��/012,3��10
��

4���
61-

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



���
�	��
������ �/�

�������
���
������$���
���
�������&��&����	�����
���������
�����
 ���
� �

�����"

#������
���

������
��
�����������
�������
��
 �
'���(
 ,0//"
����	����
�����
����
��
������$�

���
� �

�����
����
���	�
��	�
���=���
���������
��
�����
��������
�����
��
������

?��
����&

���
���	����
E����������
���
�������
�������	
�������
���
�������
���
���
�����	
����������	

���
��	�����
����
�������	
��
=���
��
��������
���	���
���
����������
����
��
� � 

������
���&

������
������
�������
���
�����
���������
�(���	�
���
����
��������
 �
�
�
���
����
���
��

���������"F /1"


'��
��������
P����
H�����
 ,021"
���
������
����
��
�����
�������
��
������	
�������
��

����������	�
�������
����������
�������
����
����������	
���������
������	
�����������


I��
��
���
�������
���
��
���8
����
���
���������
�
����
��
���������
�������
 �
����"
���
�������

����
��
������
������
��
��
����������
��������
����
���	�
���	���
����
��
����������

+��

���
���������
���
�������
����
7b
���
��
��
���	�
���������		�
�������
���
��������
��
�����
���&

�������
��
���
����	����
��������*
����
�����
���
���
�(���	��
���
:��
���
/��
����������
��

�
��������
�������
�����
��
���������

9���
�������
��������
�����
���
���������
�
�����
�	��&

���
7b
���
��
���
���
������
���
�������	
���������������
���
�
�	������
8���
��
������	

�����&��&���������
����	��


������ 3��������
'

9����������
���������
��
��
�����������
����
��
���������
��
����
���������
�������
���
��

������	�
���������
�������
��
�����
��������
��
���
�����
��
���
#����	
��������
������

+�
���

����	���
�����
��
��	�
�������
��������
��������
���
��
���
��
�(������
��
������
����������

�������



9����������
��
�	��
���������
��		��
�������������������������	����

�
�	��
������
���	����
	����

	�����	��
���
�
������
������
��������
���
�����*
�����������
���������
��
	�8�
���	������
�
��������

���
�
������
������


9�
���
����������
��
������������
 
��
�
	�����
����
��������
ω �
����
��
����(
�
����
����&

�����
��
��
������ 0
!2�

�������
�����������
��
�����������
��
��
���
����
��
�����
���
���	��
 ��

��
����8"
��
���
��������
����
����
����		����

+������
��
�����
�
����
��������
��
����(
���
����

���������
��
����
���
����
��������
��
����(
�
����
��������

��
�����
��
������ 0
!2��
��������
�

��
���
��������
��������
����
	�����	�
���	����
���
��������
����(���
��

'��
��������
���
���
������

��������
��



  0
!/"

9���
�����
������	�
���������
���
�����
���
�>
9�
���
���
���
���
���������
���	������
��������

��
���
����
�������

������ 0
!0
�����
�
������
��������
����(���
������	
8����
��
���	������
����&

�����

+�
������ 0
!0��
�
������
���	�����
��
���
��������
��������
���������
�
������

+�
0
!0��
�

����
��
���
��������
��������
�������
���
�������������
�����
��
���
������
����

+�
0
!0��
���

����	��������
�����
������
���
����	��������
�������
����
������
����

+�
0
!0��
�
������	�

� �
 ��⁄=

ω����

� �( ) � ω����( )=

	��/012,3��10
��

4���
61!

'�������
��������
-/�
-11/

!�-6
4�



�/� �������	�

��'���	���+

<���
����
����������
���
�����������


��'���	����

���������
�����������
���������
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sin(   )
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a)  Sine Wave Generation b)  Waveshaping

Indexing
Function

Reflecting
Function

Indexing
Function
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Waveform
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Waveform
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Waveshaping Function:

a) b) c) d)

Indexing Function:
x = cos(ωt)

Reflecting Function:
y = f (t)

Output:
y

f (x) = x f (x) = x2f (x) = |x|f (x) = bump
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s 
Compressor Expander

Window Compress Expand Smooth 

x(n) 

x(n) 

X0(sR) 

X1(sR) 

Xk(sR) 

XN – 1(sR) 

h(n) 

h(n) 

h(n) 

h(n) 

f (n) 

f (n) 

f (n) 

f (n) 

R : 1 

R : 1 1 : R' 

1 : R' 

1 : R' 

1 : R' 

1 : R' 

R : 1 

R : 1 

R : 1 

y(n) = x(nR)  

y(n) x(n) y(n) 

x(n/R' ), n = 0, ±R', ±2R' 
0, otherwise 

y(n) = 

WN = ei2π/N 

W
–0 
N 

W
–(N – 1)n 
N 

W
–n 
N 

W
–kn 
N 

W
0 

N 

W
(N – 1)n 

N 

W
n 

N 

W
kn 

N 

X0(sR' ) ˆ 

X1(sR' ) ˆ 

Xk(sR' ) ˆ 

XN – 1(sR' ) ˆ 

x(n) ~ Σ 

Therefore 

WN = ei2πn/N n

�J �( )

�′ � �( )

�′ � �′= � �( ) �J �( )=
�′ �⁄ 1> �J �( )

�′ �⁄
�′ �⁄

�J �( ) � �( ) �J �( )
�′ �⁄

�′ �⁄ 1< �J �( )
� �′⁄
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Integer Mod(Integer b, Integer m) {

While (b >= m) {b = b – m;}
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While (b <= –m) {b = b + m;}

Return(b);

}
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Integer PosMod(Integer j, Integer k) {

While (j >= k) {j = j – k;}

While (j < 0) {j = j + k;}

Return(j);

}

9�
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�	.�Print(Mod(–13, 10));�

�����+3.���	
	���Print(PosMod(–13, 10));
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