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The binary value 0101 is applied to the inputs. 
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The binary value 0101 is applied to the inputs. 
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7: 0111 

6: 0110 

5: 0101 3: 0011 

0: 0000 

15: 1111 

14: 1110 

13: 1101 
12: 1100 

11: 1011 

10: 1010 

9: 1001 
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0: 0000 

1: 0001 

−8: 1000

−7: 1001

Decimal: Binary 

Negative 

a) b) 

2: 0010 

Invert: 1101 

−2: 1110

−3: 1101

Add 1 

4: 0100 
3: 0011 

2: 0010 

−1: 1111

−2: 1110

−3: 1101
−4: 1100

−5: 1011

−6: 1010

7: 0111 

6: 0110 

5: 0101 
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	�π −- 2�+= 	�23 	�π=
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	�π 	�23

	 �3 θ 	 �3 θ3

-82°( ) 	�θ3 	
�θ+π= 	 �θ33 	

�θ3 +π=

	�θ θ � θ���+�
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Positive Complex Frequency Negative Complex Frequency

θ + π θ θ + π θ 

Magnitudes are
the same.
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�θ3
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eiθ + e–iθ 

cosθ = 

cosθ 

2 
eiθ 

2 
e–iθ 

	
�θ

	
�θ3+ θ�
�( ) � θ���( ) −θ�
�( )3 � θ3���( )+ +=

θ � θ θ � θ���+�
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�θ
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- �⁄ �3=
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Motor 

Slot 

0 

+1 
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3π/2 

π/2 

π 

–1 

Pin to hold 
arm in slot 

1 
2 1 

2 

θ = 0, 2π, 4π,… 

θ = π 
4 θ =    π 4 

5 

θ =    π 2 
3 

θ =    π 4 
7 

θ = π 

θ = π 
2 

θ = 3π 
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Paper sheet moves under the pen. 

Vector sum 

Slot

eiθ 

2 e–iθ 

2 

0 

3π/2 

π/2 

π 
θ 

–θ 

Motor

Vector difference

Paper sheet moves under the pen. 

This end is attached 
to a bearing mounted 
behind the center 
of the slot. 

Pin to hold
arm in slot

eiθ 

2 e–iθ 

2 

0 
3π/2 π 
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(zero) (zero) 

The beginning and end are clipped. 

The middle is amplified. 

Fade-in and fade-out 

Fade-in, sign reversal, and fade-out 
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Result is 2-quadrant. 

Result is 2-quadrant. 
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Complex I(0.0, 1.0);// I has a zero real part and an imaginary part of 1.0
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Complex E = Complex( 2.718281, 0.0 ); // the imaginary part of E is 0.0
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Complex iSquared = I * I;
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Complex I = Complex( 0.0, 1.0 );  // define imaginary number i

Complex E = Complex( 2.718281, 0.0 ); // define e

ComplexList DFT( RealList x ) {

// Function DFT takes a RealList argument and returns a ComplexList

Integer N = Length( x );  // get the length of x

ComplexList X;  // a place to store result

Complex mI2pidN = –I * 2.0 * Pi / N;  // combine constants

For ( Integer k = 0; k < N; k++ ) {  // for every frequency...

X[k] = 0.0;  // prepare to accumulate

For ( Integer n = 0; n < N; n++ ) { // for every phase...

Complex xn = Complex(x[n], 0.0);// cast Real input to Complex
X[k] = X[k] + xn * Exp( E, mI2pidN * n * k );

}

X[k] = X[k] / N;  // normalize

}

Return( X );

}
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Complex I = Complex( 0.0, 1.0 ); // define imaginary number i

Complex E = Complex( 2.718281, 0.0 ); // define e

ComplexList IDFT( ComplexList X ) {

Integer N = Length( X ); // get length of X

ComplexList x; // place to store result

Complex I2pidN = I * 2.0 * Pi / N; // calculate constants once

For ( Integer n = 0; n < N; n++ ) {
x[n] = 0.0; // prepare to accumulate

For ( Integer k = 0; k < N; k++ ) {
x[n] = x[n] + X[k] * Exp( E, I2pidN * n * k );

}

}

Return( x );

}
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N = 16

x(n) 

Analysis Window 

Note the discontinuity! 
N = 16 
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Magnitude Spectrum of Rectangular Window

Magnitude Spectrum of Triangular Window

Rectangular window spectrum contains
much more high-frequency energy.
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If ( k == 0 ) h[ k ] = 1; 
Else If ( k == N/2 ) h[ k ] = 1; 
Else If ( k >= 2 And k <= (N/2)–1) h[ k ] = 0;
Else If ( k >= (N/2)+1 And k <= N–1) h[ k ] = 2;

(�
���
 �
����
��
��
�	
����
��
���
��������
���"�����	�
 ��
�	�
 �
	����
	���
��
���
���#

"�����	
��
�
���
�����	
��
2G
$��
��	�
��������
�9���������
(
���
�����
��
��	
� �
����	�

π 2⁄I � �( )

�� �( ) � �( ) �H � �( ){ }+=

H 
{ }
H � �( ){ } � �( )

� �( )

� �( ) ! �( )
! �( ) & & 2⁄

& 2⁄

&

� �( ) � �( ) ! �( ) � �( )

� �( )

� �, -�=
� �, & 2�⁄=
- �, 2 0 �
�
�
 & 2⁄( ) ��I, , ,=
2 �, & 2⁄( ) � �
�
�
 & ��I, ,+=








=

���+,-.�/��-0���

1���
�@@

�������
�������
23�
2--+

.%2.
1�



� $ ��������

���	��
 �
�	�
�����
���
��������
��
���
��	�����
���"�����	
��
������	���
���
 �����
��

���
���
��������
���"�����	�
	�
����
 �
���
�
 ���
���
	���
�����
��
�����
�������
������
 �

�������
���
��������
��
���
��	�����
���"�����	
��
2�

!������
���
������
��
- ��
���
���
������
��
���
A�"�	�
���"����
������
����)�
��	�����
��
���#

�����
���"�����	�
!����
�����
�	
��
��������
���"����
�����	�������
��
- ��
��
���
A�"�	�
���#

"�����
 �
�����
�����
	�������
���
	����
����������
����
��
��
$����
��
��
���	
 ��%
	������
 ��

	��	
�
���
��������
���
��	�
	��	
��
��
�
������
	��	
� �
���	�
E�
��
���
���
�	
��	�������
�������

�������	��������������������
����
���
���
�	
	����
(�)	
�	
�����
������
��
- ��
���
���
A�"�	�

���"����
�	
��
���
	�����
��
���
�������

0� ����
���
������� �	�
������
��
 
���
 %

�


$��
	������
��
 
��	
��
��������
���"�����	�


<� ��������
����
���
�����	�
��$%

�


$��
	�����
 
�����9�����	
���
��������
����
��
���
����
	�����
 �


�
�����

������
�����	�	
���
	�����	�	
���
������
�
����	����
����
����	�
���
	������
��
�
 ���
�������

��
������
	�����	�	
���
��
���������
��������
��
������
�����	�	�
���
����
���	��
 ���
��
��		

��
������������


������
�����	�	
������	
�
	������
 ��	�
���"�����	
���
�������
�������	
��
���
����������

�����	�	
���"�����
������
	�����	�	
������	
�
��������
���������
����
	��	���	
 ��	�

���"�����	
���
�������
�������	
��
�
����������
���"�����


������
�����	�	
�	
�����
������
���
������
����	�����
���
������
	�����	�	
�	
�����
������
���

�����	�
������
����	�����
;�����	
���
������
����	����
	����	
 ���
�
�������
��
����
���

������	
�
�������
��
���"�����
���
�����	�
������
����	����
	����	
 ���
�
�������
��
���"����

���
������	
�
�������
��
�����

$��
������
����	����
������	
������
��
�
���������
���"����
��
�9��������
�
��������
��

��������������
*
	�����
���������
��
��	���
�	
	"�����
*
	"����
 �������
 ���
����
���

��	�����
����	
����	�
&�9����
���
���������
�����	'
�
�����
����	
��	���
�	
�� ��	
��	������

(�
 �
�������
� �
	�����	�
���
 ���
�
���"����
 �
���)�
��� 
����	
���
 ���
�
���"����
 �

��
��� �
���
���
��	��
�	
���
��	������
����
���
	�����	
�����
���������
�	�
��
����������
$��	

�������	
�
 ��
��
������
���
���	����
��
��	����
��
���������
���"����
���������	%
 �
���

������
�
���"����
��������
��
����������
�
��� �
	�����
&������
���
�����
���	��'
��
��

���� �
	������


! �( ) � �( )

!′ �( ) � �( ) ! �( )⋅=

!′ �( )

�′ �( ) F �I !′ �( ){ }=

�′ �( ) � �( )

���+,-.�/��-0���

1���
�@3

�������
�������
23�
2--+

.%2.
1�



������������������	��������� � %

;�
���
���������
��
���
������
	�����
�	
	�������
��	�����
��
	�����
���
�����������	
�	
 �

������
�����
(�
���
	�����	
���
����������
���
�����������	
 ���
���
��
��	������
���
���
����
��
����

 �
	�
���������
���
������
�����
��������
������	�
(�
���
	�����	
���
��"���
���
�����������	
 ���

����
��9��
	���	�
���
	�����
����
��������
 ���
���
������
�
�����
��	�����
����
����
�����
$�	�

�
�����
��	�����
����
����
���
���"����
��������
�	
��
����������
��
���"����
������

$��
������
����	����
�������	
�
���"����
��������
 ���
��
����������
	���
����
������	
��
��

�����
���"����
��
�
	������
���
������	
���
��	��
�	
�
�������
��
���"�����


$��
������
����	����
�	
��	�������
��
��������
	�����	�
E�
�����������
��������
	�����	
���
��

��������
�������
E�
 ���� ���
���
����
	������
 �
���
�����
���
������
����	����
��
�����#

�����
�������
	�����	�
E�
���
����	����
��
�
 ���� ��
	�����
�	
��
������
��		��		�

$��
D�	�����
������
$���	����
&D�$'
�������	
��
	������
	�����	�
$��
D�$
	������
�	
���

������
��
��
����������
���������
��������
�������
��
���
����������
�����	�	
���"�����
$��

�����
��
����
������
	�����	
��������
���������	
���
��	������
��
���
���"����
	�����	
��

���
D�$
	�������
$�
������	�
	�������
��	�������
�9�����
�
������
	 ���
��
���
����
	������
E�

�����
	�
������	�	
��������
��	�������
$�	�
 �
����
�
���	���������
�������������%
 �
���

��� 
������
���"����
�������
��
��������
�������
��
�����
�������
��
���
�����


$��
��	�
������
����	����
&��$'
����������	
���
����������
��
���
D�$�
(�
�����	
���
�����

��
����������	
����
&2
��
& ���2&�

$��
������
����	����
�	
�������
���
����	
���
���	
��
	�����	�����
���
����������������

!����
��
��������
	�����
�	
�
����
	�����
 ���
����
��������
���"�����	�
 �
���
������
���
��

������
���
��$
��
�
	�����
���
�������
��
��	
��������
���"�����	�
$��
�����	�
����	����
��
���	

��	��
�	
���
&������9'
��������
	������

���+,-.�/��-0���

1���
�@+

�������
�������
23�
2--+

.%2.
1�



���+,-.�/��-0���

1���
�@.

�������
�������
23�
2--+

.%2.
1�



� �����������

������������	
	���������������	���������������������������������

������������	�������	��	��������

������������������	�������	�����������������������������������������	����	�������
���	������
����������

�������
��	����������������������	�������������������������������������������	�������������	��������	����

�����	�������������������������������������������

��������������

��� ������	
������
������

�������������������������	���������	������������������� �����������������������������	��������

��������������������!����������������������������� ���	�������������	����	��"����
�����#

	
��������	���������������
����	�������������������������	�����������	��������	�������������	

�������������	����������	����$
���	���������������%��		�������������������	��������
 ���

�	

��������������������
	���#������	����	�����������	�����������������	!���	����	����������

����������	���� ��������	�������������
�����������������������������������$
���������������������	��#

����	�������������������������&��������	� '�()��

*�����������	����������������������	���������������������
�����	
��������#������������

�����������#���������������	���������������������
�����	
���������������	� '�+����������

�������	���������������
��������������	��
�	��	��������������	��������	�����������*�����

����������	��������������	�
	������������	�������������	����������������

��������������	��

������	�

������������	������,�����	�������������	����	���
������������	������������������-�

���

���������������	�������������������	����������
�����
 ���

�	�����������	����	�����

�		����������������������������	�����������	��.������	���������
����	����������	��	�����

��	�/�������
����������	��%��������	��������
������	�������������
��������	������	�������	!������

������������������������������������������������
��������	����������
��������	������	�������	!�

��������
��������
	�
�	�������������������	���	������	�����	������������������������������

	������	�������������������	����������������	���������������&����#�������)��������������	�

��������$
���	������������$
���	�����	���������������	��������������������	����������������
����

�������#���������������������
��������
�������������
�������������������������������������

�������������������������������������0�����������������������������������

���1234(5��3'�����6���(72����������8��	�	��+1��+331��((073�%9



��� �������
�

��	��
���

���	����������������$
���������

��	��
���

:;�����������<�6
�=�43����=��!���	����	��(2(>�?�6�����	
�����@� �������	��A	�������B�9�����C	�������
�����	��8	���D%%@�A�

Slit 

Direction of Travel 

Opaque Paper or Cloth 

Spindle 
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Spindle 

Photographic 
Paper 
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f (0) 

f (0) f (1) f (2) 

f (1) f (2) f (3) 

g(0) 

g(1) g(2) g(3) 

g(1) g(2) g(3) 

g(0) 

f (1) f (2) 

f (3) 

g(0) g(1) g(2) g(3) 

g(0) g(1) g(2) g(3) 

f (3) f (0) 

f (1) f (2) f (3) f (0) 
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f(n) g(n) = {0, 0.3, 0.6, –0.16, –1., –0.7, 0.29, 0.5, 0.1, 0.1, 0.5, 0.29, –0.7, –1., –0.16, 0.6, 0.3} 

f(n) = {0, 0.3, 0.6, 0.9, 1., 0.9, 0.8, 0.6, 0.18, –0.18, –0.6, –0.8, –0.9, –1., –0.9, –0.6, –0.3} 

g(n) = {0, 0.9, 0.8, –0.18, –0.9, –0.6, 0.3, 1., 0.6, –0.6, –1., –0.3, 0.6, 0.9, 0.18, –0.8, –0.9} 

H2(k) =    { f (n) g(n)} = {0, 0, 0, 0, 0.25, 0, 0.25, 0, 0, 0, 0.25, 0, 0.25, 0, 0, 0, 0} 

�( �( ) � �( )� �( ) F (G � �( ) � �( )∗{ }= =
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// Return the real part of a Complex list

RealList RealPart( ComplexList x ) {

Integer N = Length( x ); // find its length

RealList t; // place to store the result

For ( Integer i = 0; i < N; i = i + 1 )

t[ i ] = Re( x[ i ] ); // Take just the real part

Return( t );

}
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// Normalize a Real list to lie between L and U

RealList Normalize( RealList x, Real L, Real U ) {

Integer N = Length( x ); // find the length of the list

Real max = Max( x ); // find the maximum

Real min = Min( x ); // find the minimum

For ( Integer k = 0; k < N; k = k + 1 )

x[ k ] = (U – L) * ( x[ k ] – min) / (max – min) + L;

Return( x );

}
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// Shape N samples with spectral tendency B, values lie between L and R

RealList ShapedNoise( Real B, Integer N, Real L, Real U) {

(D �
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RealList x;

For ( Integer k = 0; k < N; k = k + 1 )// start with broadband noise

x[k] = Random( -1.0, 1.0 );

ComplexList X = DFT( x ); // take the Fourier transform of x

For ( k = 1; k <= N/2; k = k + 1 ) { // scale the noise by 1/f^B

Real r = Re( X[k] ); // take the real part of a sample

Real i = Im( X[k] ); // take its imaginary part

Real power = r * r + i * i; // square amplitude to get power

power = power / Pow(Real(k), B); // apply the spectral tendency

Real amplitude = Sqrt( power ); // convert back to amplitude

Real phase = Atan2( i, r ); // calculate the phase

RealSet( X[k], amplitude * cos(phase) ); // reconstruct

ImagSet( X[k], amplitude * sin(phase) ); // the spectrum

M

// Force the spectrum to be conjugate-symmetrical around 0 Hz

For ( k = 1; k <= N/2; k = k + 1 ) {

RealSet( X[N – k], Re(X[k]) );

RealSet( X[N – k], -Im(X[k]) );

}

ComplexList cx = IDFT( X ); // take inverse Fourier transform

RealList cr = Re( cx ); // discard the imaginary part

RealList result = Normalize( cr, L, U ); // normalize

Return( result );

}

"������������ShapedNoise( )����	��$�
�������������0

Print("B=0.0",  ShapedNoise( 0.0, 512, –1.0, 1.0 ) );

Print("B=1.0",  ShapedNoise( 1.0, 512, –1.0, 1.0 ) );

Print("B=2.0",  ShapedNoise( 2.0, 512, –1.0, 1.0 ) );

Print("B=3.0",  ShapedNoise( 3.0, 512, –1.0, 1.0 ) );
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Bow Position

String is recaptured by bow.

String snaps back.

String breaks free of bow.
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String is entrained by bow.

String escapes bow.
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Sul ponticello

Minimum Bow Force

Maximum Bow Force

0.7 1.4 2.8 4.2 7 14

Relative Position of Bow

0.01 0.02 0.04 0.06 0.1 0.2
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Air exits.
Air enters.

Force is applied
to piston.

Energy is stored 
in accelerated air.

Constant Amount of Air in Tube

Air mass impedes applied force.
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π�3
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ρ

���-./"!0��/"��	��1���223��$�
�����&�������3-��3//-��!543�16



��
��	��������	��� ���

����
�������������������������	�����������
������
�����������������������������������'

������
����

������
����	������	������
���������������������
������������������������

����	�

���������	�

��
���������������������������������
���
�
�	������
���
��������������


����������$������	�

������������������� "�"��
����������������������������������	��
����������

���
�
�	
������
������������������������8�������������������
�
��������������	���������'

���	����������������������������������������
�������������������?��������
���
��������



�����������������������������	�

�

�
�������
����������������
���������	�

��������
�������������� ��;�����������'

������������������
������������������
��������� ������������

�  "�!3#

�:������� "�!3#�*��


��������������(��������	
����	�

�����������������������:���%��

�����������������&��
������:���������������� ���������
���

������;���������:���������������'

�����������������
���������������������������
������������� ��&��������	�

�������
����


��������������!����������� :�������"�!!#��6�%������
�
��
��������
�������

�  "�!2#

������
��
�����������

�����������������	���������
�����������������������������������������

��
�������������

��- �
��������0�������	�1������	����

;����
��������������������� "�.���
�	�����������
����������������������������������������

��
������
������
�����������
����	����
����
�8�
����������
�������������������	������

�
��������� "�.������������������	����������
���

�
������
�����������
����	������������������������
����������

������������������������


����	��������
���)
���������	��	�������
����
�����

����������������������
��
�����
���	'

��

�������������������
�����
������������
������������������������������

���������������

	����
�������������������������
����

���������'

����
�����������������

 ��=
� �� ��⁄=( )

 �
��

��
''''''=

�� ��⁄

� !
��

��=

Air enters.

Air enters.

Air exits.
a)

b)
Air is trapped.
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Ever-Increasing Capacitive Reactance

Plunger Displacement Pressure builds 
through time.

Pressure remains 
relatively constant.

Maximum Displacement

Average Displacement
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Equilibrium

Force applied, first spring charged,
differential force appears on first mass.

Mass accelerates, second spring charged,
differential force on second mass, and so on.
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�∆ ��/0

1000–1000 0
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1000–1000 0
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∆f = 0
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∆f = 1.2
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∆f = 2.4

d)

∆f = 3.6

Time Frequency
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a) b) c) d)

Indexing Function:
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y = f (t)
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n ≥  π /β
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increasing spectral brightness.
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Integer Mod(Integer b, Integer m) {

While (b >= m) {b = b – m;}
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While (b <= –m) {b = b + m;}

Return(b);

}

0��	������Mod()������
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Integer PosMod(Integer j, Integer k) {

While (j >= k) {j = j – k;}

While (j < 0) {j = j + k;}

Return(j);

}
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�	.�Print(Mod(–13, 10));�
�����+3.���		���Print(PosMod(–13, 10));
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